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PREFACIO 


... Al,componer el presente manual el autor hizo todo lo posible, 
Timero, por dar una cantidad suficiente de ejercicios para adquirir 
los hábitos necesarios para resolver los problemas tipo (por ejemplo, 
el cálculo de los determinantes con elementos numéricos, solución 
de sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes numéricos, etc.), 
segundo, dar problemas que contribuyan a aclarar los conceptos 
principales y su relación.mutua (por ejemplo, la relación entre las 
propiedades de las matrices y las propiedades de las formas cuadrá- 
ticas, por una parte, y las transformaciones lineales, 'por la otra), 
tercero, dar problemas que completen las conferoncias y contribuyan 
a la ampliación del horizonte matemático (por ejemplo, las pro- 
piedades del agregado de Pfaff de un determinante antisimétrico, las 
propiedades de las matrices asociadas, etc.). 

En algunos problemas se propone demostrar teoremas que pueden 
hallarse en los manuales. Dando estos problemas, el autor partía de 
que el profesor, al disponer de poco tiempo en las conferencias, 
podía ofrecerles a los estudiantes estudiar ellos mismos una parto 
del material y esto puede ofectuarse mediante este compendio de 
problemas, en el que se dan indicaciones que ayudan a realizar las 
demostraciones de modo autodidáctico, lo que contribuye al desa- 
rrollo de los hábitos iniciales de la investigación científica. 

El contenido y el orden de exposición del material en las confe- 
rencias dependen en lo fundamenta! del lector. El autor del libro 
se esmeró por presentar los problemas, teniendo en cuenta esta 
variedad de exposición. De aquí proviene cierto paralelismo y la 
repetición del material. Así, los mismos hechos se dan primero en 
la parte de las formas cuadráticas, y luego cn la parte de las trans- 
formaciones lineales, algunos problemas se enuncian de manera que 
se puedan resolver tanto en un espacio euclídeo real, como también 
en uno unitario complejo. Nos parece que esto está bien para un com- 
pendio ya que ofrece mayor flexibilidad al utilizarlo. 

Al principio de algunos párrafos se dan introducciones. Éstas 
contienen sólo breves indicaciones de la terminología y designacio- 
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nes en los casos cuando en los manuales no hay una total unificación 
con respecto a ello. La introducción al $ 5 es excepción de lo dicho, 
en éste se dan los métodos fundamentales de cálculo de los determi- 
nantes do cualquier orden y se citan ejemplos para cada método. El 
autor consideró esto muy ütil ya que los manuales carecen de estas 
indicaciones y los estudiantes chocan en estos casos con bastantes 
dificultades. 

Los nümeros de los problemas, en cuyas respuestas hay solucio- 
nes o indicaciones, tienen asterisco. Las soluciones se dan para una 
pequeiia cantidad de problemas: los que contienen un método general 
que se aplica luego a otros problemas (por ejemplo, el problema 1151 
que da el método de cálculo de la función con respecto a Ja matriz 
y el problema 1529 que contiene la construcción de la base, en Ja 
cual la matriz de la transformación lineal tiene la forma de Jordan) 
0 los problemas de dificultad elevada (por ejemplo, 1433, 1614, 1617). 
Las indicaciones contienen, por regla genera], sólo la idea o el méto- 
do de solución, dejándole al estudiante resolver el problema por sí 
d Sólo los problemas más difíciles tienen un breve plan de 
solución. 


T. Proskuriakov. 


PARTE | 


DETERMINANTES 


$ 1. Determinantes de segundo y tercer orden 


Calcular los determinantes: 


1.|52| 2.|12 pa 4 |: 2l 2 ab 
8| 34[: 81 abb] 
6. n4 a*ba—b| 8. fin ab-- bt AL 
n snl. [ics a4s| ab a—b 
9. eos. -ms 10. jose csa| df. Jess esse 
sena. pen sen cosg |* sen fos |" 
12. puoi NE 13. |2seng eos 2sn! q—1 
cosfi—eosa. sen a —sen p|* 2cog—1 2senqeosg|* 
44. |i—8 — 2r 15. | d—9* 2t 
ics T-5 Tp o UCpE 
—Am i—"| 2i (12-0? | 
14-5 TU [ry n 
16. | 12-05 — 2r 47. | 1. logoa 
EE has 
20 dut 
1-5 1-5 
Caleular los determinantes en los cuales i— / — 
48. | a. cdi — 19. je | 
e—di b * 2a a—Lbi|* 
20. |cosa-- Eisen ex 1 21. a--bi c4-di 
1 cosa.— teen | —c--di a—ui|* 
Resolver los sistemas de ecuaciones, empleando los determinantes: 
22. 22 -- Sy — d 23. 22 — Sy — 4, 
Sz y h 4r — 5y — 10. 


24. 5 — Ty 25. áz -- Ty -- 13 
z—3y-—0. Srd-8y 44 — 0. 

26. zcosa — y sen a — cos B, 27. zig - y — son (x 4- B), 
zseno --ycoso — sen f. z—ytgo — cos (x 4- f), 

donde & 4 5 4- ka (k es un námero entero). 


Investigar si el sistema de ecuaciones es determinado (tione una 
solución (nica), indeterminado (tiene una cantidad infinita de 
soluciones) o contradictorio (no tiene solución): 


28. ár -- 6j — £Darán las fórmulas de Cramer en este 
Gr 9y Caso una respuesta correcta? 
29. 32 — 2y 30. (a—5)z—b—c. 
6z — Ay 
94. zsena — 1 -- seno. — 32, zseno — 1 -- cosa. 
33. z sen (e 4- f) — sen « -F- sen f. 
34. a'z — ab, 35. az -- by — ad, 
abz — D. bz cocy — bd. 
36. az 4- 4y — 2, 37. az —9y — 6, 
Sz Fay — 3. 10z — by — 10. 


«1 38. Demostrar que para que el determinante de segundo orden 
Sea igual a cero os necesario y suficiente que sus filas sean propor- 
cionales. Lo mismo es justo también para las columnas (si algunos 
elementos del determinante son iguales a cero, la proporcionalidad 
puede comprenderse en sentido de que los elementos de una fila se 
obtienen de los correspondientes elementos de la otra fila, multi- 
plicados por un mismo nümero, que tambión puede ser igual a cero). 

39*. Demostrar que siendo a, b y c nümeros reales, las raíces 
de la ecuación |5,* ,* |— 0 serán reales. 

40*. Demostrar que el trinomio de segundo grado az? -- 26z -- c 
con coeficientes complejos será un cuadrado perfecto, cuando y sólo 
cuando 


ab 
[| 79. 


41. Demostrar que, siendo a, 5, c y d reales, las raices de la ecua- 


ción E—5, L5 2|- 0 serán reales. 
42*. Mostrar que el valor de la fracciónff27, en lacual por 


lo menos uno de los nümeros c, d difiere de cero, no depende del valor 


de z cuando y sólo cuando td-9 


Calcular los determinantes de tercer orden: 

48. |213| 44.|321| 45|4—83 5 
532|. 253|. $—2 8|. 
143 342 1-7—5 

46. |32 —4| 47.|3 4—5| 48.|42—1 
41—2 8 7—2|. 53—2|. 
$2—3 2—1 8 32—1 


49. |111| 50.]011] 51.1563] 52.|203 
123|. 101]. 010]. 116]. 
136 110 745 605 

$3. |15 25 111 55.|128 56. Jab e 
i8. 4 5 9. 456 bea. 
1804 1625 81 789 cab 

57. |ab e 58. |0a0 59. |a 27 
cab. bed|. ni 
bea 0e0 zzc 

60. jazz z x 61. [992-1 af ay 
zo bz :| eB Bi By 
2 0r: cbr ey BY vnl 

62. | cosa senacosp sencsenf| — 69, |sena cosa 1 
—sena cosa cos. cosa sen B |. senf cosf 1|. 

0 — -—sonf cos seny cosy 4 


94. Para qué condición es válida la igualdad 

1 cosa cosp 0 cosa cosf 
eoa 1 cosy coa O0 cosy]. 
cwB coy 4 cosB cosy 0 


65. Mostrar que el determinante 


4* bsena csena 
bsna 1 coc 
esena cosa 1 


y otros dos determinantes obtenidos del diclo modiante la permuta- 
ción cíclica de los elementos a, b, c y a, f, y, son nulos si a, b, c 
son las longitudes de los lados de un triángulo y c, D, y, sus ángulos, 
opuestos a los lados a, b, c, respectivamente. 

Calcular los determinantes de tercer orden en los cuales i y/ —1: 


66. zr 67. | z «tbi codi 


1d a—bi y efi 


- i e—dte—ho oi 
68. 1.,y8 

; donde e— m we x 
69. 2 2 

» donde e—cos 3 t-- Eisen sx 
70. 


» dondo e-cos t.a --isen 4s. 


71. Demostrar que si todos los elementos del determinante de 
tercer orden son iguales a --1, el propio determinante será un nüáme- 
ro par. 


11 


72*. Hallar el valor máximo que puede tomar c] determinante de 
tercer orden a condición de que todos sus elementos scan jguales a. zi- 1. 
73*. Hallar el valor máximo del determinante de tercer orden 
à condición de que todos sus elementos sean iguales a --1 6 0. 
Resolver los sistemas de ecuaciones, empleando los determi- 
nantes: 
74. 2x -- By -- oa 15. 5z — 6y -- áz — 3, 
Hr. 7 dz — Sy 4-2: — 2, 
. Az By 22 1. 
76. áz — By 4- 22 TL. 5z-2y 3 2-0, 
[^ 2z 5 


— 3y -- 5s -0, 
Sz 4y 4-2: 4-10 — 0. 
7 ..2—0, 79. 2az — 3by--cz —0, 


—3L351.0, — 3az— by 4- Sez — 2abc, 
EoR-0. — 5az—Aby 4-2ez— Sale, donde abcs 0. 


80*. 4bcr -- acy — 2abz 
5bez -- Sacy — Aabz -- abe — 0, 
Sber --2acy — abz — 4abc - 0, donde abc -& 0. 

81*. Resolver ol sistema de ocuaciones: 

z4oyd £a, 

zckosy--e'- b, (e es un valor de V T diferente de la 

z-oly L es c. unidad). 

Investigar si el sistema de ecuaciones es determinado, indetermi- 

nado o contradictorio: 


uu 


8h 2r:—3y- :—2 -1, 
3r—5y-- 5:35, -1 
5r — By 4-6: — 5. -2. 

84. zz — Oy - z— -4 
Ür—5y—2:- -8 
Iir— y-di-5. -2. 


80. Jar — 23y -- 29: — 4, — 87. az — 3y -- 9: — 4, 
Tz-- ay d- Áz z—aj4 32—2, 
Br-- 2yd- a:— 9r — 7y 4- Baz — 0. 

- 89. az 4- 22 — 2, 

5z-F2y — 1, 

z—2y--bz—83. 

Por medio del cálculo directo, segün la reg)a de los triángulos o 
segün la regla de Sarrus, demostrar las siguientes propiedades do los 
determinantes de tercer orden: 

90. Si en el determinante de tercer orden las filas y las columnas 
cambian de papel (o como suele decirse, se transpone su matriz), 
el determinante no variará. 
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91. Si todos los elementos de cualquier fila (o columna) son nulos, 
el propio determinante también es igual a cero. 

92. Si todos los elementos de cualquier fila (o columna) dol deter- 
minante se multiplican por un mismo nümero, todo el determinante 
4ambién se multiplicará por ese mismo nümero. 

93. Si se permutan dos filas (o dos columnas) del determinante, 
éste cambiará de signo. 

94. Si dos filas (o dos columnas) del determinante son iguales, 
éste es igual a cero. 

95. Si todos los elementos de una fila son proporcionales a los 
correspondientes elementos de otra fila, el determinante es nulo 
(lo mismo es justo también para las columnas). 

96. Si cada elemento de cierta fila del determinante eslá repre- 
sentado en forma de una suma de dos sumandos, el determinante será 
igual a la suma do dos determinantes, en este caso todas las filas, 
menos !a indicada, quedarán las mismas, y en la fila dicha del primer 
determinante se encontrarán los primeros sumandos, y on la del 
segundo, los segundos (lo mismo es cierto para las columnas). 

97. Si a los elementos de una fila del determinante se les aüiaden 
los correspondientes elomontos de otra fila, multiplicados por un 
mismo nümero, el determinante no cambia (lo mismo es válido para 
las columnas). 

98. Se dice que una fila del determinante es una combinación 
lineal de las demás filas, si cada clomento de dicha fila es igual a 
la suma de los productos de los correspondientes elementos de las 
demás filas multiplicados por ciertos nümeros, constantes para 
cada fila, es decir, que no dependen del nümero del elemento en la 
fila. De modo análogo se determina la combinación lineal de las 
columnas. Por ejemplo: la tercera fila de] determinante 


LES 
[LU 
51 5 233 


será una combinación lineal de las primeras dos, si existen dos nümo- 
105 €, y c, tales quo 25; — 6,4); 3 c305; ( — 1, 2, 3). 

Demostrar que si una fila (columna) del determinante de torcer 
orden es una combinación lineal de las demás filas (columnas), el 
determinante será igual a cero. 

Observación. Es válida también la afirmación invorsa, pero ella 
se desprende del posterior desarrollo de la teoría de los determi- 
nantes, UM 

99*. Usando el problema anterior, demostrar en un ejemplo que 
para que ol determinante de tercer orden sea nulo, a diforencia de 
los determinantes de segundo orden (véase el problema 38), ya no 
es necesaria la proporcionalidad de dos filas (o columnas). 

Aplicando las propiedades de los determinantes de tercer orden, 
indicadas en los problemas 91—98, calcular los siguientes determi- 
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nantes: 


100. 


102. 


104. 


106. 


107. 


109. 


110*. 


Sin d 


tidades: 


Ait. 


112. 


113. 


114. 


115. 


116. 


117. 


sen*a 1 costa. 
sen*B 1 cos*f 
sent y 4 cosy 


sent cos2f cos*p 
sen*y cos2y cosy 


101. Es cos 2a. costa. 


zz ar-pbzt 103. |(a--b)* edo- 01 ait. 

y v' eyrby' |. (237-03)? od-- 03 ab. |. 
zor'ar-br (as --b3)* a$--b3 ash. 
abc 105. | (a*-Fa7)* (a*—a-7) 1 
be adl. (Qv? (py —à-vy? 1|. 
c-a bà (eter (e— enn d 
feo 

eed 


» donde e es un valor de j/ 1 diferente de la unidad. 


zy c 
sena cosa sen (a-r-8) 108. |a bit at—7 bs 
senp cosfi 9. 

sen*y cosy sen(y--6) 


donde i— y^ 
^n [E 
As opu, 1| Qe 2nA interpretación geométrica 

zin giu .| del resultado obtenido). 

um oua ) 

n o donde a, B y y son las raíces de ja ecuación 
1ap| ?-pxta-0. 
esarrollar los determinantes, demostrar las siguientes iden- 
ay by az by 6g LEE 

43 b, az bay ea | — [23 bs 6i. 

y ba agre bsy 0 25 b. 6 

a,-bbyr ap bit 6 PIT 

as byz a4—biz e; | — — 2x |a; bs cs|. 

LER M ['E 

254-5. asl d-by 6. DETES 

23 5st agi b eg | 2 212 0; 6$]. 

a5 bs. agi b cy LEA] 

a,4-byz ayz--b, 6o 2 b et 

57k bas asz- Eb, e| o (0— 22) | 5 b esi. 

457-bsz agz-bs c, LEE 

abc 

1 b ca| — (b—a) (c—a) (c— 0). 

ieab 

dag 

4b B|-e-oc-ac-o. 

me 

1414 

a b c | (a--b--c) (6 —a) (c—a) (c — 9). 

epo 


448. |t t t 
a^ b c*|— (ab -- ac -- be) (02) (c—a) (c 0). 
essc 
119. PEE — (a? 4- 2-6 -- ab 4- ac 4- bc) 
dea| O—2)(—2)(6—2). 
120*. |1 a óc 1 
$5 ca|—|15 
1eab jlect 
121. |a 2 mo 
1609 —(a--b--o)|t 6j. 
dee dec 
122. 12 8 laat 
| 9: 08 | (ab -- be 4-ca) | 1 6 8]. 
Ln feet 


$ 2. Permuteciones y sustituciones 


Definir la cantidad de inversiones en las permutgciones (si no 
hay indicaciones determinadas, a título do la disposición inicial se 
toma siempre Ja siguiente: 4, 2, 3, . . . en orden creciente): 

123. 2, 9, 5, 4, 1. 124. 6, 3, 1, 2, 5, 4. 

125. 1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8. 126. 7, 5, 6, 4, 1, 3. 2. 

127. 1. 3, 5, 7, 2n — 1,2, 4, 6, 8, .. 4, 2n. 

128. 2, 4, 6, ..., 2n,1,8,5, .. 2n — 4. 

En las siguientes permutaciones defin 


el nümero de las inver- 


siones y seiialar el criterio comán de los nümeros x para los cuales 
dicha permutación es par y aquéllos, para los que es impar: 


.9 408,8, 7, 4n —1,2,6, .. 4 án — 2, 
TN api n 

135. 4n, 4n — 4, .. 8 4 Án — 4, án — 5, .. 4 7, 8, án — 2, 
4n —6,.:. 0,2, 4n — 3, án — 1, ... 5, d. 

136. ;En qué permutación de los nümeros 1, 2, . . ., n la cantidad 
do inversiones será la máxima y cuál será su valor? 

137. ;Cuántas inversiones formará el námoro 1 que so encventra 
en el lugar À de la permutoción? 

138. ;Coántas inversiones formará el námero m que se halla en 
el lugar & en la permutación de los nómeros 1, 2, 3, ..., 7? 

139. ;Cuál será la suma del námero de inversiones y del nümero 
de órdenes en cualquier permutación de los nümeros 1, 2, . . ., n? 

140. Para qué nümeros n la paridad de la cantidad de inversiones 
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y del nümero de órdenes en todas las permutaciones de los nümoros 
1,2, ..., n es igual y para cuáles será inversa? 

141*. Demostrar que la cantidad de invorsiones en la permuta- 
ción à, as, . . ., a, cs igual al námoro de inversiones en la permuta- 
ción de los índices f, 2, . . ., n que se obtiene, al sustituir dicha per- 
mutación por la disposición inicial. 

142*. Mostrar que de una pormutación de à, a4, . . ., a, a otra 
permutación de 5,, b. . . ., 5, de los mismos elomentos puede pasarse 
mediante no más de m — 1 transposiciones. 

143*, Dar un ejemplo de la permutación de los nümeros 1,2, 3, .. 
* 4 A que no se puede reducir a una disposición normal mediante 
menos de n — 1 Leansposiciones y demostrar eso. 

144*. Mostrar que de una permutación de a,, a;, . . ., à, a cual- 
quiera otra permutación 5, by, . . ., b, de los mismos elementos se 


puede pasar aplicando no más de *5— transposiciones conti- 


guas (es decir, transposiciones de los elementos adyacentes). 

145*, Se da que el nümcero de inversiones en la permutación de 
4, d, s.s dps 0s 08 igual a &, ;Cuántas inversiones habrá en la 
permutación de 2, d4-,. . ... ag. à? 

146*. ;Cuántas inversiones hay cn todas las permutaciones de n 
elementos en total? 

147*. Demostrar que de cualquier permutación do los nümeros 1, 
2, ... ., n que contieno /: inversiones se puede pasar a la disposición 
inicial aplicando 4 transposiciones contiguas, pero no se puedo hacer- 
lo con un nümero inferior de tales Lransposiciones, 

148*, Domostrar que para cualquier nümero entero / (0 I: «z C), 
existe una permutación de nümeros 1, 2, 3, . . ., n, cuyo nümero de 
inversiones os igual a kk. 

149*. Designemos por (n, A) el nümero de pormutaciones de los 
nümeros 1, 2, . . ., n, cada una de-las cuales contiene precisamente 
k inversiones. Deducir para el nümero (n, &) Ja relación rocurrento: 
(n d- 1.) 9 (n, E) 3- (, k — 1) -- (ke —2) (uk n) 
en la que debe ponerse (n, /) — Ü para 2 C? y para j — 0. Emplean- 
do esta relación, componer la tabla de los nümeros (m, k) para 
n21,2,9,4, 5,8 y ke 0, 1, 2, ..., 15. 

150*. Mostrar que el n&mero de permutaciones de los nümeros 1, 
2,.... n, que contienen /: inversiones, es igual a la cantidad de por- 
mutaciones de los mismos nómeros que contienen C$ — : invor- 
siones. 

Desarrollar las siguientes sustituciones en el producto de ciclos 
independientes y definir su paridad por el decremento (o sea, la 
diferencia entre el nümero de elementos realmente desplazables y el 
nümero de ciclos). Persigviendo una mayor comodidad de los cálcu- 
Jos, para los nímeros que permanezcan en su sitio puede introducirse 
la descomposición en ciclos monomiales. 


151. (12345 152. (123456 
la1523]- 851423) 
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158. (12 78) £54. (128456789) 
(5i i2)- (589214367)- 
155. (12 789) 156. (123450 
(23 894/* TIERE 
La Jn—1 2n 
n (s 24 2n—1]* 
158. (1 Sn—2 9n—1 3n 
( 3n 3a—1 3n—2. 
159. (1 L2n—3 2n—2 2n—1 2n 
6 LEM 2 
1 3n—2 àn—1 
al" M ieta]s 
161, [1 3n—2 3n—1 3n 
n ho $5 
162. ( ee ke nb— kd nk— 4-2 an 
kikRRa2sEBe. 04 DE 


En las siguientes sustituciones pasar de la anotación en ciclos 
& Ja anotación en dos filas: 


163. (1 5) (2 3 4). 164. (1 3) (2 5) (4). 

105. (05 3 1) (2.4 6) (8) (9). 

166. (£ 2) (3 4) ... (2n — 4, 2n). 

107. (1, 2, 3, 4, .. ., 2n — 1, 2n). 

168. (3 2 1) (6 5 4) .. . (3n, 3n — 1, 3n — 2). 
Multiplicar las sustituciones: 

16. (t 234 ü 284 


4182)ls 23 1- 

170. 12345] (1234 5 
24813) (53412) 
12 1234 

m. (35124) 64152)- 

172.04 23 4 173. (1234 5 
($331) ($1512)- 


BU 174. Demostrar que si cierto grado del ciclo os igual a la unidad, 
el índice del grado se divide por la longitud del ciclo. (Se llama. 
longitud del ciclo el nümero de sus olementos.) 

WE 175. Demostrar que entre todos los grados de la sustitución 
iguales a la unidad, el índice mínimo es igual al mínimo comün 
mültiplo de las longitudes de los ciclos que constituyen el desarrollo 
de la sustitución. 


176*. Hallar A9, donde 4 -( i J 1 i j H Ae ; 
177. Hallar 4!9, donde A— (153 M day, 


20279 47 


178. Hallar la sustitución X de la igualdad AXB— C, donde 

1234567 1234567 

A-(2$21054)* B-(sinsase 
12345607 
€-(s135472) 


179. Demostrar que la multiplicaeión de la sustitueión por la 
transposición (o sea, por el ciclo de dos términos) (c, B) a izquierda 
equivale a la transposición (o sea, al cambio de lugares) de los náme- 
ros « y B en la fila superior de la sustitución, y la multiplicación 
por la misma transposición a derecha equivale a la transposición 
de « y B en la fila inferior de la sustitución. 

180. Demostrar que si los nümeros c y B entran on un ciclo de 
la sustitución, entonces, al multiplicar esta sustitución por la 
transposición (c, B) (a izquierda o a derecha) dicho ciclo se descom- 
pone en dos ciclos, pero si los nümeros « y fi forman parte de distin- 
ios ciclos, entonces durante la rmultiplicación mencionada estos 
ciclos se unen. 

181*. Empleando los dos problemas anteriores, demostrar que Ja 
cantidad de inversiones y el decremento de cualquier sustitución 
tienen la misma paridad. 

82*. La sustitución dada se descompone en el producto de trans- 
posiciones, demostrar que el námero mínimo de las transposiciones 
es igual a su decremento. 

183*. Demostrar que la cantidad mínima de transposiciones 
que convierte la permutación d, as ..., d, en la permutación 
b, by... b, de los mismos elementos es igual al decremento de la 
sustitución 


184*. Hallar todas las sustituciones de los nümeros 1, 2, 3, 4, 
conmutativos con la sustitución 
1234 
s-( 143]* 
185. Hallar todas las sustituciones de los nümeros 1, 2, 3, 4, 5, 
conmutativos con la sustitución 
( 2345 
34521)* 


186*. Para cualesquiera nümeros enteros z y m, donde m s 0, 
designemos por r (z, m) el resto (que se considera no negativo) de la 
división de z entre m. Demostrar quesi m 2» 2 y a es un nümero entero, 
además, a y m son námeros primos entre sí, la correspondencia de 
z—-r(az, m) z — 1,2, .. ., m — 1, es la sustitución de los nüme- 


ución de los námeros 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7, 8, 
para la cual cl nümero z pasa al resto si 5x se divide por 9. 
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$ 3. Definición y propiedades elementales 
de los delerminantes de cualquier orden 


Los problemas do este párrafo intentan explicar el concepto de determinan- 
1e de cualquier orden y sus propiedades elementales, incluyendo la igualdad a 
Sero del determinante, cuyas filas son lineabmento dependientes, y el desarrollo 
del determinante por la fila, 

En los siguientes párrafos se dan los problemas para adquirir hábitos del 
cálculo do los doterminantes con elementos numéricos, problemas roferentes a 
los métodos de cálculo de los determinantes de forma especial, al teorema de 
Laplace, a la multiplicación de los doterminantes, etc. 


Aclarar cuáles de los productos, citados más abajo, entran en los 
determinantes de órdenes correspondientes y con qué signos: 

188. a,505,a552:1:5054. 189. a0.50,:505925 054. 

190. 25,25,05105,0252434.;- 191. 2351 :05)05:0550 1044 

192. 21,25:034 «  . Qs-150p« 1 S k S n. 

193. à15455 - - - dp-ndmi- 

194. ai2ndi042 se Hanctanan nct 

195. aiüsadaa-1 -- - Cn: 

196. aj dost ai daedgsdga-. s s Oan san 30-132 1037.3)-2- 

197. Elegir los valores de i y & de modo que el producto 


Aes ie ay aat 
entre en el determinante de sexto orden con el signo menos. 
198. Elegir los valores de ! y k de modo que el producto 
410830) (055071024031 
entre en el determinante de 7 orden con el signo más. 


199. Hallar los términos del determinante de cuarto orden que 
contienen el elemonto as, y entran en el determinante con e! signo 


200. Hallar los términos del detorminante 


5:123 
i2is | que contienen z* y 2 
z122:x 


201. ;Con qué signo entra el producto de los elementos de la 
diagonal principal en el determinante de orden m? 

202. Con qué signo entra el producto de los elementos de la 
diagonal secundaria en el determinante de orden n? 

203. Usando sólo la definición, calcular el determinante 
0 0 
aa 0 
2n duod os 


4nt dns dus. 


en el cual todos los elementos por un lado de la diagonal principal 
son nulos. 


te 19 


204. Utilizando sólo la definición, calcular el determinante 
0 [2n 
D anger din 


Jn. n-3 Un, n-t. nn 
en el cual todos los elementos por un lado de la diagonal secundaria 
son nulos. 

205. Usando sólo la definición, calcular el determinante 


9n "7" dy Vu Uis 
nou du dn Qn 
a4 45 0 0 0 
2a me 0 0 0 
a4 4 0 0 0 


206. Demostrar que si en el determinante de orden n en la inter- 
sección de ciertas k filas y 7 columnas se encuentran elementos 


nulos, con la particularidad de que Á -- 1 7 n, el determinante es 
igual a cero. 


207*. Resolver la ecuación 


4a s* am 
[P 
far de. aP|—0, 
1a, ab... dd 
donde à, as, .. ., a, son nümeros distintos. 
208. Resolver la ecuación 
4 X 5 4 m» d 
i des 4 ouv 


1 


1 


209. Hallar el olemento del determinante de orden m simétrico 
al elemento a;, con respocto a la diogonal secundaria. 

210. Hallar el elemento del determinante de orden n, simétrico 
al elemento a;, con respecto al «centro» dol determinante. 

211. Denominaremos par o impar el Jugar del elemento a; del 
doterminante en función de si la suma ? -- k es par o impar. Hallar 
la cantidad de elementos dol determinante de orden m, situados en 
los lugares pares o impares. 

212. ;De qué modo cambiará el determinante de orden n si la 
primera columna se permuta al ültimo lugar y las demás columnas 
se dosplazan a la izquierda, conservando su disposición? 

213. (Cómo cambiará el determinante de orden n si sus filas 
Se escriben en orden inverso? 


?0 


214. ;Cómo cambiará el determinante si cada uno de sus elemen- 
tos se sustituye por un elemento simétrico al dicho con relación al 
«centro» del determinante? 

215*. ;Cómo cambiará el determinante si cada uno de sus ele- 
mentos se sustituye por un elemento simétrico al dicho con relación 
a la diagonal secundaria? 

216*. El determinante se denomina antisimétrico si los elementos, 
simétricos respecto a la diagonal principal, se diferencian por el 
signo, o sea, aj, — —a,, para cualesquiera índices de !, k. 

Demostrar que el determinante antisimétrico de orden impar n 
es igual a cero. 

217*. Demostrar que el determinante, cuyos elementos simétri- 
cos respecto a la diagonal principal son nümeros complejos conjuga- 
dos (por ejemplo, reales), es un nümero real. 

218. ;Para cuales valores de n todos los determinantes de orden n, 
cuyos elementos satisfacen las condiciones 


(«) aj es un nümero real para j — X, 
(B) ax, — lay, para J 29 E (i V —1) 


serán reales? 

219. ;Para qué valores de n todos los determinantes de orden n, 
cuyos elementos satisfacen las condiciones (a) y (f) del problema 
anterior, serán imaginarios puros? 

220. Mostrar que para n impar, todos los determinantes de orden 
n, cuyos elementos satisfacen las condiciones (c) y (B) del problema 
218, tienen la forma a (1 -i- i), donde a es un nümero real. 

221. ;Cómo cambiará el determinante de orden m sí cada uno 
de sus elementos varía de signo? 

222*. ;Cómo cambiará el determinante si cada uno de sus ele- 
mentos 2,, se multiplica por c'^^, donde c € 0? 

23*. Demostrar que cada término del determinante consta do 
un nümero par de elementos, que ocupan el lugar impar; do un nüme- 
ro par de elementos que ocupan el lugar par, si el determinante 
posee el orden par, y de un nümero impar, si el determinante es de 
orden impar. 

224*. Demostrar que el determinante no cambiará si varía ol 
signo de todos los elementos en los lugares impares; pero si varía 
el signo de todos los elementos en los lugares pares, el determi- 
nante no cambia, siendo del orden par y cambia, siendo del orden 
impar. 

225. Demostrar que el determinante no cambiará si a cada fila, 
excepto la ültima, se le afiade la fila siguiente. * 

226. Demostrar que el determinante no cambiará si a cada colum- 
na, a partir de la segunda, se le afiade la columna anterior. 

27. Demostrar que el determinante no cambiará si de cada fila, 
excepto la ültima, se restan todas las siguientes filas. 

228. Demostrar que el determinante no cambiará si a cada colum- 
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mà, a partir de la segunda, se le aüaden todas las columnas prece- 
dentes. 

229. ;Cómo cambiará el determinante si de cada fila, excepto 
la ültima, se resta la siguiente fila, y de la ültima fila se resta la 
fila primera inicial? 

230*. ;Cómo cambiará el determinante si a cada columna, em- 
pezando por la segunda, se le afade la columna anterior, sumando 
4l mismo tiempo la primera columna y la ültima? 

231. ;Cómo cambiará el determinante de orden m si su matriz 
gira en 90? alrededor del «centro»? 

232. ;A qué equivale el determinante, cuya suma de las filas 
con nímeros pares es igual a la suma de las filas con nümeros impares? 

233. Hallar la suma de todos los determinantes de orden n z» 2, 
«ada uno de los cuales en cada fila y cada columna tiene un elemento. 
igual a la unidad y todos los demás nulos. ;Cuántos determinantes 
do ese tipo habrá? 

234. Hallar la suma de los determinantes de orden n z 2: 


212, 


LM 
LOL n LR 
UM 

donde la suma se toma por todos los valores de c, as, . . ., c, que 


varían independientemente el uno del otro desde 1 hasta m. 
. Supongamos que todos los elementos del determinante 
9n 4 
4n 5 


Lo 
L2 


son nümeros enteros dígitos. Designemos por JV, el nümero escrito 
por las cifras de la i-éósima fila del determinante, conservando su 
disposición (aj, es el nümero de unidades, a,,., es el nümero de 
decenas, etc.). Demostrar que el valor del determinante se divide 
por el máximo com(ün divisor de los n&meros Ny, Ns, . . ., Ns. 

236. Desarrollando por la tercera fila, calcular el determinante 


2 —341 
4 —232 
a b edl 
3-143 


237. Desarrollando por la segunda columna, calcular el determi- 
nante 


52a2-—1 
4 b 4 —3 
2.3 -—2[ 
4 d 5 —4 


Caleular los determinantes: 
238.|e 8 0 8| 239.|1 02 240.|z ab Oc 
0502 2050 0go004 
128 8645 OezOf 
0004 d 000 ghkul 
0000» 


241. Sea M;, el menor del elemento a; del determinante D. 
Mostrar que si D es un determinante simétrico o un determinante 
antisimétrico de orden impar, M;; — M ;,; pero si D es un determi- 
nante de orden par, Mj; 

242. Sea D un determinante d$. 'orden n 2-1, D' y D" determi- 
nantes obtenidos de D sustituyendo cada elemento 2, por su comple- 
mento algebraico 4; para D' y por su menor AM, para D". Demostrar 
que D' — D", E] determinante D' se denomina recíproco (o adjunto) 
a D. De cómo expresar D' por medio de D véase el problema 506. 

243. Calcular el siguiente determinante sin desarrollarlo: 


a b € 1 

b € a X 

€ a b L. 

bie cba abo, 
El * 


Sin desarrollar los determinantes, demostrar las siguientes iden- 
tidades: 


244. Oz 0131 
z0z2y| 102,5 
y x0z/— [10 zu 
s y r0 
249*. |t 
1 
E 
246*. |, a, c: 
1a d 
dayad ..aini eii us ap 
1a 
- ah, sss deu) [ted E 
vua 


dondo la suma se toma por todas las n — i-ésima combinaciones de n. 
nümeros 1, 2, 3, ..., n. 
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Demostrar las identidades empleando las propiedades de los 
determinantes, incluyendo el desarrollo por una fila o columna: 


MUS uem asc qziB 
IN 


celu acit qeijt 


d [sen (f — a) --sen (y — f) -- sen (« — y)I. 


248. |sen*a senacosa costa 
sen*B senfcosB costg 
sen?» genycosy costy 

7 sen (a — B) cos a cos B -- sen (f — y) cos B cos y -I- 
T sen (y — 2) cos y cos a. 


249.]04-5 — e e 
S Qo at j2abc (ab 4c? 
La 9 (eR 
250.| | TM 
"rz by 
REOS - (2—89) (a—c) 6 —9 (—9). 
TeeWe] ! BEZTZIZTITT Y2c*26GYDOTOCTD 
1 1 
RECTE! 
250.| 1 
az Jacy a*r 
? 1 1 UH m 
(Er UVcty $4: 


1 
cRECUVEE E 
(a—) (a—29) (Ph—9 (sv) (3) 
(a-t-2) (63-2) (c - 2) (ac ) 6r Xe 1) (2 2) G-F2) CF) 
252.|d?-F(1—4:)tosq ab(i—co$q) ^ ac(1—cos q) 
ba(i—cosQ) ^ b?-L(i—-5:)cos q bc (1—cos q) 
ca(i—cosq) ^— eb(1—cosq) e3-- (1—e?) cos 


zcos*q, siendo a?-- b - c? — 1. 


253*. 
cos «p cos x —sen q sen v cos 0 —sen q cos j—eos psen cos Ü sen sen 6) 
|cos «sen V-Fsen q eos v cos 0 — sen sen qj-I-cos q cos ip cos 0 —cos sen D 
sengsenü cos o senà cos 
254.] a b c d 


L5 17$eGC-pRe dh. 


—e -—d a 
—4 c —b a 


m1. 


a? 4- Bh - e 9ab — 9bc — 2ac 4- 9d. 


- 


3—5—22 

44 
4 —9 —8 7|" 
2—6-—32 


con elementos numéricos 


—A [22 4- y? z2-- u* — 2 (zy 4- zz 4- zu 4» yz d- yu 4- zu)]- 
$ 4. Cálculo de los determinantes 


Calcular los determinantes: 


271.13 6 5 64 272.|35 59 71 52 
$2788 4270 77 54 
61213 9 7]. 43 68 72 52|* 
465854 29 49 65 50 
25458 
273.|?7 44 40 55 274.|24 11 13 17 19 
20 64 21 40 5113 32 40 46 
13 —20 —13 24|* 61 11 14 50 56|. 
46 45 —855 84 6220 7 18 52 
8024 45 57 70 
zs 9 3 , 230*| a 85 3 
Ee dam Ver € 
E] 8 Li 
X —- -i —u 3 —n 45 
m, ub og Lol 2:5 5 
yy s - v UE 
7 —8 —4 —5 1 2 t 
UNES "WO CC WE 
27435, c0 4|  £Xe|vi ovs vs vs 
"n T Y6 vAHymT -:y5 
1$ 0-2 .. 8 yi 2yi 5 y" 
5. 4 — 4 M]. 2 2y6 yW — yt 
ac. pe 
2S 4 1 4 
ECUE UECUE 


$ 5. Métodos de cálculo de los determinantes 
de orden n 


latrodueción, El método de cálculo de los determinantes con elementos 
uméricos que consisto en anular todos los olomentos de cierta fila (columna), 
-excepto una, y en reducir posteriormente el orden, se hace y voluminoso para 
los determinantes de un orden dado con elementos literales. Én un caso goneral. 
este camino conduce a la oxpresión, que se obtiene al calcular el determinante 
apliando diroctamente su definición. Dicho método es aün más incómodo 
Hus un determinante con olementos numéóricos o literales y un orden n arbi- 
trarío. 

No existe un método comán para calcular semejantes determinantes (si no 
se toma en consideración la expresión del determinante quo se da en su defini- 
ción). A los determinantes de uno u otro tipo especial se les aplican diversos mé- 
todos de cálculo que conducen a expresiones más elementales (o sca, que con- 
tienen una cantidad menor de operaciones) que la expresión del determinante 
segün su definición. Examinaremos algunos de esos métodos, los más usados, 
luego, con fin de asimilarlos mejor, citaremos problemas para cada uno de los 
citados métodos, y a continuaciór problemes, para los cuales el estudiante. 
tendeá quo elegir individualmente el método de resolución. Para facilitar la 
orientación en el material, los problemas relacionados con el teorema de La- 
place y la multiplicación de los determinantes, están reunidos en párrafos apartes. 
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1. Método de reducción a la forma triangula, Este método consisto en 
sransiormar el doterminante de tal forma que todos los elementos, a un Indo do 
una de las diagonales, sean nulos. El caso de la diagonal secundaria, invirtiendo 
el orden de Jas filas (o columnas), se reduco al caso de la diagonal principal, El 
determinante obtenido es igual al producto do los elementos de ln diagonal 

rincipal.. 
P ijeniplo 1. Caleular el determinante de orden »: 


1 
[] 
[] 


D-| 


-049n. 


e. 


Ejemplo 2. Calcular el determinante 


DEA 
zar 
p P 


a 
z—a, a; 
D2|z—a. 


s—a 
De la primera columna sacamos a, — », de la segunda, a? — z, . . ., dela 


n-&sima columna, a — z: 


D—(4,—2)(24—2) ... (a, 2) X 


dt cul z 
W—* 4—s «- 7 m 
- 4s 49 uU 

INE ME e 


27 


Supongamos que 
primera: 
D (,—2) (a4—2) ... (an —2) X 


C Y aüadamos todas los columnas a ]a 


ar 


dRRBcRL 


x "nz 


[] 


[] 


Bes 


722 (2)... (02 (. zc). 

2. Método de separación de los factores lineales. El determinante so consi- 
dera como un polinomio de una o vacias letras que entran en éste. Al transformar- 
lo, so ve que sedivide en unos cuantos factores lineales, lo que significa (5i esos 
factores son primos entre sí) que se. ide también en su producto. 

Al comparar algunos términos dol determinante con los términos del pro- 
ducto de los factores linealos, se oncuentra el cociente de la división del deter- 
minante por eso. producto y, de ese modo, se halla la expresión para el determi- 
nante. 

Fjemplo 3. Calcular el detorminante 


0rys 
zO0z:y 
Dol sos 
zyz0 


den todas las demás, se ve que ol determi- 
a la primera columna s le aííade Ja segunda 
y se restan la tercera y cuarta columnas, aparoco el factor j -- 2 — z; si à Ia 
primera columna se le afiade la tercera y so sustraen la segunda y cuarta colum- 
nas, surge el factor z — y -- z; por fin, si a la primora columna se lo afíade la. 
y se sustraon la sogunda y tercera columnas, sale el factor z -- jj 

Considerando que z, y, z son incógnitas Independientos, hacemos la conclusión 
de que todos esos euatro factores son primos entro sí de dos en dos lo que signi 
lica quo el. Ixus sn tinis porsu producto (z-k y- 3 (y -- 2—z)x 
X(r — y-k 2 (z-- y — a3) 

: Este produeto contlone el término «* con el coeficiente —1, mientras que 
el propio determinante tiene el mismo término z* con el coeficiente --1. En- 
tonces, 


D--—Gctyti(gti:—ió-:—yy)--y—o- 
ats 2n 


Sia la primera columna se lo 
nante se divide por z 4- y -- 


att — 2t. 


Slemplo 4. Aplicando el v 
calcular el determinante de Vai 


Considerando D, como un polinomio de una incógnita z, con coeficiontes 
dependientes de z, - .., z5.,, vcInos quo se anula parà z, e» z,. zy — 
* n7 £2 Y Dor esó se divide por zy — 2144 — p .. «Zn 
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Todos csos factores son primos entre sí (ya que zi, zz. 
dientes desde el punto de vista algebraico). Por consigue 
su producto, es decir, 


Dy — g (zi es «ees Xn) (9 — m) (0 — 2). (n — 92-2. 


A] descomponer Dy, por la ültima fila, vemos que éste es un polinomio de 
grade n — 1 con respecto a zy, con la particularidad de que ol cocficionte do 
a1 es igual al determinante de Vandermonde D,., compuesto de incógnitas 
pfe ve os Ina Como el producto del paréntesis en ol segundo miembro de Ja. 
liim igualdad contiene 72 con ol coeficionto 1, el polinomio q. (pm. 
.. ». a) Ro posog ol término z5, y comparando los coeficiontes de z1-* en ambas 
miembros de la igualdad, obtenemos D,-i — 4 (zi, zr -. .. 5-1), de donde 
Dj 7 Dy (ry — 41) (m, — r2) «- - (^& — 4-1). Aplicando esta. igualdad y 
sustituyendo 5 por n — 1, oblenemos 


» 2, Son indepen- 
; D, se divide por 


Dya m Dy (ra nb. 


Ponemos esta expresión para D,., en la antorior para D, i 
razonamiento, separaremos, por fin, el [actor zs — z,, después de lo que llegare- 
mos al determinante de Vandermonde de primer orden D, — 1. 

De esta manera, 


Dy m (12 2) (23 — 71) (03 21). (1m —2)) «(1n —23) «(2n — a1) 


3, Método de relaciones recurrentes (recursivas).Este método consiste ci 
que el determinante dado se expresa, transformándolo y desconfponióndolo por 
una fila o columna, mediante los determinantes de la mismo fórma pero de un 
orden más inferior. La igualdad obtonida se denomina relación rocurrente. 

Después so calculan directamente, por la forma general del determinante 
la cantidad do determinantes do órdenes inferiores tantos, cuantos habia en el 
segundo miembro de la relación recurrente. Los determinantes de orden más 
elevado se calculan sucesivamente d la relaclón recurrente. Si hay que obtener 
na expresión para un determinante de cualquier ordon n, entonces, calculando 
varios determinnntes de órdenes inferiores a partir de la relación recurrente, sc. 
liende a advertir la forma genoral de la expresión buscada y luego se domuestra. 
la validez de ésa para eualquior » mediante la relación recurrente y el inétodo. 
de inducción por n. 

La expresión general puede obtonerse también de otra manera. Para ello ei 
la relación recurconte que donota el determínante de orden » se pone la exp 
sión del determinante do orden (n — 1) de la misma relación recurrento, susti- 
tuendo » por s — 1, luego se pone la expresión análoga del determingte de 
orden (n — 2), etc., hasta que se aclaro la forma de la expresión general busca- 
da del doterminante de orden n. Pueden también combinarso ambas vías, utill- 
zando la segunda para encontrar la expresión buscada y demostrando luego me- 
diante la inducción por n la validez de esa expresión. El método de relaciones 
recurrentes es el más ofícaz entre los métodos analizados aquí y se aplica a de- 
terminantes más complejos. 

Antes de pasar a los ejemplos de cálculo de los detorminantes empleando el 
método de relaciones recurrentos, examinemos un caso particular de éste en el 
quo la relación recurrente ofreco ol algoritmo para resolvor el problema, oxclu- 
vendo el olemento de suposición quo existe ou el caso general. Sea que la rcla- 
ción recurrente tiene el siguiente aspecto 


D, 7 pDaA -F gU. n 2, (4) 
donde p, 7 son constantes, o sea, magnitudes independientes de »'j. 


1) Este método sc le comunicó al autor K. Ya. Okunev. Se aplica también 
a la relación recurrente D, — piDaa t... i paDy-as Siendo pi. . . .. DÀ 
constantes y & cualquiera, pero a causa de que los razonamientos son muy volu 
minosos, nos limitaremos sólo a k — 2. 
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Para 9 — 0 D, se caleula como término de la progresión geométrica: D, — 
— p" Dy; aqui D; es el determinante do primer orden de la forma dada, es de- 
Sir, es el elemonto del determinante D, quo se encuontra en el ingulo superior 
izquierdo, 

Sea q s O y a, f, races do la ecuación cuadrática 2 — pz — q — 0. Enton- 
ces p — a «fj, q — —a y la igualdad (1) puede escribirse de Ja siguiente 


manera: 
Dy — BD, -, 7 2 (Dy i — BD). Q 
Dy— &Dya m B (Da — eDu o). [2] 
» Supongamos primero que a »- f. 
Pattlendo de las igualdades (2) y (3) por la fórmula para el término (a — 4) 
de la progresión goométrica, hallamos 
D, — BD,-, — «^7 (D) — BDi) y 
Dy — &D,.; — f^ (D4 — aDy), 


de donde 
aD) 


6 Dy Cy? -- C,f^, donde. aT " 
D,—«D, 


[Em 4) 


La ültima expresión para D, se aprende fácilmente. Se deducia para n z» 2, 
ero se verifica directamente para » — 1 "m * 2. El valor de C, y €, quede 
iallarse no do lus expresiones cítadas (4), sino do las condicioncs iniciales PEU 

7 Ca 4 Gb, Dy o Cyat 4 Cuff. 
Sen ahora c 2 B. Las igualdades (2) y (3) se hacen idénticas 


Dy — GD,-, 7 0 (Dn-3 — &Dg-), 


de donde. 
D, — aD, -, 2 Aon, (6) 


donde ^ 

4-2 D, — oD,. 
Sustituyendo aquí n por n — 1, obtenomos: Dy. — «Da, -« 4^7, de donde 
D, — &D,.,-- Ad". Poniendo dicha expresión en la igualdad (5), oncon- 
tramos que. D, «- o3Ds a -- 2407-2. Dospués de repetir ese procedimiento 
varias veces, oblenemos D, — a?-1D, -t- (n — 1) Ad" 6D, — a^ ((n — D) X 


X C, Cj], donde C, 2 [^L P1 (en esto caso & s O ya que q s 0). 


Ejemplo 5. Calcular el determinante dol ejemplo 2 por ol método de rela- 
ciones recurrentes, ü ano 

AI representar el clernento del ángulo inferior derccho en forma de ay — 
zm z-- (as — 2). podemos dividir el determinante D; en Ia suma de dos deter- 
ainantes: 


az z cr 
x me - x 
Bxeecem xus 
zc dni 
zzs- zr 


En el primcr determinante la ültima columna la sustraemos de las domás,. 
mientras que el segundo determinante lo descomponemos por la éltima columna: 
Dy — xz (ap — z)(a — x) s.s (n — 2) kan — 2) Dat. 


Esta es precisamento la relación recurrente. Introduciendo en ella la expro- 
sión análoga para Dj.,, ballaremos 


D, 2(a — 2) (s — 2) sse (tna — 2) (m — 2) — 2) es. 
se nea n 2) (as — 2) HF Das (0a — 2) (tg — 2 
A] repetir el mismo razonamiento (u — 4) veces y observando quo D; — 
map mm ze (ay — 2). obtenemos 
Dn 2 (4 —2) (ay—2) -.« (ani —2)-- 8 ($1 —2) «- 
se lans2— 2) (an — 2)-- Fr (252) «- (0m —2) - (a — 2) (4 2) «-- (an 2) 


EB eu). 


Ua "nz 


zr (01— 2) (4—2) ... (a4 —2) ( 


lo que coincide con el resultado del ejemplo 2. 
Ejemplo 6. Calcvlar cl determinante de orden n: 


5300 00 

2530 00 i 
D4,-|0258...00]. 

0000.25 


Descomponiendo por la primera fila, hallemos la relación recurrente 
Dy 7 5D, a — 6D, a. 
La ecuación 2? — 5z -- 6 - 0 tione raíces a — 2, B» 3. 
Aplicando la fórmula (4), Ds «« C,a^ -- CD" ea gn*i — Qui. 
4. Método de representación del determinate en forma de suma de deter 
minontes, Algunos determinaptes so calculon fácilmonta, descomponiéndolos en 


suma de determinantes del mismo orden respecto a las filas (o a las columnas).- 
Ejemplo 7. Caleular el determinante. 


abb ab. 
Do ert eb ss 


as by ando, sss n dn 


Esto delerminante so descompone con respecto a la primera fila en dos, 
cada uno do los cuales se descompone, do nuevo, con relación a Ia segunda fila, 
en dos determínantes, etc. Al llegar a la ültima fila, obtenemos 2^ determinan- 
tes. 

Si en cada descomposición tomamos como primoros sumandos los nümeros- 
4, y como segundos, los nümeros 5;, las filas de los detorminantes obtenidos serán 
Ven de tipo aj. a; ... .. aj, 0 bidh de. byoby Ls, bs. Dos filas dàl primer- 
tipo son proporcionales y las del segundo tipo, iguales. Para n -» 2 cada deter- 
minante obtenido adqutere por lo menos dos filas de un mismo tipo y se anula. 
Asi, pues, Da c 0 para n2 2. 

rosiguiendo, 


D,cacbh. 


b. 
la 


(m a) 62h) 
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. Método de variación de los elementos de un determinante. Este método 
s aplica cuando al cambiar todos los elementos del determinante por un mismo 
nümero, se reduce a una forma. para la cual se calculan fácilmente los coiacto- 
res* de todos los olementos. El método se basa en la siguiente propiedad: si 
todos los elementos del determinante D so les afiade un mismo nümero z, el 
determinanto aumentará on cl rpducto del nümero z por la suma de los cofac- 
tores de lodos. los olementos del determinante D. En efecto, sean 


audeR oe adü 


ümpdkzc. nader 

Descompongamos D" en dos detorminantes con rospecto a la primera fila, 
ada uno de ellos en dos determinantes con respocto a la segunda fila, etc. 

Los sumandos que contionen más de una fila de clementos, iguales a z, 
son iguales a cero. 

Los sumandos con una fila de elementos iguales a , los descomponemos por 


vesa fila. Entonces obtenemos: D' e D -- « 2 4,7, lo quo se requería. 


Mit 

Así, pues, el cáleulo del deterininante D^ se reduco a Ia doducclón del de- 
"terminato D 'y do la suma de sus complementos algebraicos, 

Ejemplo 8. Caleular el determinante D, del cjomplo 2. 

Después de restar el nümero z de todos sus elementos, recibiremos el detor« 
minanis 


a«-—z 0 9 
pe| 9 «—2 9 | 


0 0 a,—z 


Los cofactores do los elementos D, no yacentes on la diagonal principal, 
l principal son ipuales a prodictó 
pal. Por eso 


son nulos, y de cada elemento en la diagona| 
de los demás elementos de la diagonal princi 


Dy (a, —2) ... (an—2)--2 2 (a—2).. 
it 


7203) (72) (n2 (3- 


Calcular los siguientes determinantes, reducióndolos a la forma 
triangular!): 


279.| | 280. n—2n-1n 
E n—i non 
E , non on 
Spurssese| —— exe Qd 


f También se llama adjunto y complemento algebraico. Y. del Tr.) 
?) Siempre que por el aspecto del determinante cs imposible saber su orden, 
se supone quo éste es igual a n. 
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280. Caleular el determinante de orden n, cuyos elementos se 
prefijan por las condiciones a,j — mín (i, j). 

287. Calcular el determinante de orden a, cuyos elementos se 
dan por las condiciones. 2,; — máx (i, j). 

288". Calcular el determinante do orden m, cuyos/elementos se 
dan por las condiciones a,j — |i — j |. 

Calcular los siguientes determinantes con ayuda del método de 
separación de los factores lineales: 

289. e 


291.]20 à 4 . 


1 
Calcular los siguientes determinantes aplicando el método.de rola- 
ciones recurrentes: 


295*. [abi eb. ib, 
iba agb, aab 
qb. asby agb 


$—0279 33 
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298. 


300. 


302. 


304. 


oo oora o o-co 


Calcular los determinantes aplicando e) método de representación 
de éstos en forma de suma de determinantes: 


305*. 


307*. 


zbà o4 4 


a 
a 


01 11 


La 


Lg 306*. LEE 
n an. 


za, L^ 
4 rn 


a 00 


Sa Pp& - fa 


Calcular los determinantes !) : 
309. 


n—i on 
n—í ^ 


310. 


312. 


314. 


9316. 


918. 


320. 


1) En todos los casos en que no queda claro el omden del dotorminante, 
considérese igual a n. 


3e 


E 


329. 


330. 


indi (n-iD*. 
4" (a—i^ . 
aua (a—i)ero. 


a 8 
1 " 
1 
zi 
zin 


E 


.afce pap 


981.|(-Fa9^ — (am lomRao4d 
Ga) — (nba zRao04 


G-Rana)" (r--anui)nt 
332.|1 senq, sentg, 
1 seng, sme, 


1 een geni q, 
933.|f cosq, costg, 
1 cos, cosi, 


v» coq. 
894.|t ee) 0 
1 €) (n) 


NL 
, 


1 t) «OS s qua) 
donde q, (z) — z^ -E ay 2^7 E aysz^2-- ... p agy 
335. 1 1 1 Y 


fi(cosq.) — fi (cos qu) 1a (cos 9.) 
fa(cos qu) fa(cos qu) fa (conu) , 


fn-(c03 9) fn-i(co8 s). ... Joi (608 95). 


donde f, (z) — ayoz^ -- ay z^ 71 -- a7... e aas. 
336. CE 


Ei 
337.|] n—1^ (an—2» 
(n—1) (2n—2)i 


n^ (2n) 


338. 


839.1 2 3 
i-* m 


1 291a, Qm 


^ -u a 
"ha "Rina RD 
341. |sen"-1a, sen"-3a,cosc, 
sent-i ane LI LO 


sentio, son* 3a, cond, se entia 
342.| fn(nw wn) Vilnius i) te gh s gu) is 
E es v) Mifyei d bd L2] [A 3) v. 


hs [o Vno) Fees Cra Vua) s mss (sets oed rs 
donde /,(z, y) es un polinomio z, y homogéneo de grado i. 
948*. | momo. 03 


844. [om onb ss 
r LJ 


1. 
LAMP PIM 


uu 
346.|t m sb npo pn 
domno oe. xp oxi 


S49*. |i cosQ, cos2qg, ... cos(n—1)Q. 
1 cosq. cos29, ... cos(n—1)Q. 
1 cos, cos29s ... cos(n—1)Qn 
350*. |seng, sen29, ... senng, 351. [a b e d 
badc 
eda 
dcba 
892.)14 6 e d e fg ^ 
badefehg 
edabghef 
debahmgfe 
elg habed 
fehgbadsc 
ghefcdab 
hgfedcba 
8585. | a a n 
4 X04 EN 
L3 
954.| a—b; a —b. ... a bs 


bi 


aab, an— 
355.| t-Fnun i4-zua 
Tua i-r. 


iré, dbz. ss di ethUm 
356.|/(e). A (03) 
fa(n) fa(s) 


fn() fn(n) ... fn(an) 

donde /,(z) es un polinomio de un grado que no supera n—2. 
357.|i--a-bb — ai-bba 02 meh 

Geb 4-baycbb. 


2ncbs an-bbs 
358*. | zu — idmk 


icr dme e 


861*. |a 0 


o 
0 
b 
(el orden del 
362.| « 
IJ 
1 ESPE € S 
Dan 
963.| 2 
E 
1 
ó - 
22,8 
364*. |t 
1 
0 
00020 ..11 


365*. La serie numérica que comienza por los nómeros 4, 2, y 
9n la cual cada uno de los nómeros siguientes es igual a la suma de 
los dos anteriores, o sea, la serie 1, 2, 3, 5, 8, 43, 21, . . ., se denomi- 
na serie de Fibonacci. 

Demostrar que el n-ésimo término de la serie mencionada es igual. 
a] determinante de orden n: 

à 100 
-4 2219 


Calcular los determinantes: 


370. 


371*. 
cose. E 90. 0..0 D] 
1 cea —d4» D wee o4 
A eossnn TEES rr ca SRM GUR 
D 0 0 0 ..1 Q2osa 


Obtener la expresión cos na a través de cosa, utilizando dicha 
igualdad y el resultado del problema 369. 
372. Demostrar la igualdad 


2coso. 1 [I D [I o 
1 2coa 1 [I [I [I 
[I 1 2coa 1 [I o | 
o o [I D 1^ 2coa 


donde el determinante tiene el orden n — 1. Empleando esa igualdad 
y el resultado del problema 369, representar sen na. en forma dol 
producto de sen & por el polinomio de cos a. 

373*. Demostrar la igualdad sin calcular los propios determi- 
nantes: 


5 05h a, b.y 0 o 0 0 
PEE 1 a 56. 0 0 0 
[J -O0 1 LU [UM 
9 0 o0 1 0 


At 


Calcular los determinantes: 
374. 


375. 


ea (n—2)z ad(n—i)z 
a--(n—3)z a-4(n—2)2. 
at(n—4)z a4-(n—9)2]. 


abis s 
377. 


378. Sin caleular los determinantes establecer de quó modo se 
relacionan entre sí los dos circulantes: 


LL AMT 
On dp dg e. Uno Üa-y 4 dg d, 
jPbáa-) Ga 49 9 7&9 4| Y [6006 


construidos de unos mísmos nümeros d, à, ..., as, utilizando 
las permutaciones circulares en dos direcciones opuestas. 
Calcular los determinantes : 


379*. 104 1 1 


E 
(0 0 Ci 


(Cn) C3 em) 


donde (2) «cx MÀERCEH. 


42 


e esmem- cem 
emen em. ee 


381*. |t 1 L] [J 
(0G) J 
: (00) G) d 
€ (0) G) G) G2) 

9» () (Qu) G 
eo) GP) e CD) 
" C7 eT) (t) , 


383*. (rm ) (pie ) [6629 
(dc 4c MP NC c 
PES ES ose VOR 
w^kg (0) (D - 0) 
SEXE LUE E31 
s. pry C) e CL) 
51 (6) GR) — GR) 
CP)CR) e CREDI. 


Cr) Gu) e CL 


887*. 


389.* 


390*. 


G) 9 e 
Q ( » 
Q (9) 


(G) (9) () 
e$) e) es P 


n 
n en 
n(n--1or2 | 


397. 


oocc 
cocoo 


400.[ aP— arl p 


aP—. — gpmnalg "s 


401. |1—2 a LE NE ion 
a 
n 
ans 

402. |a 40. |e b b ob. 
H s 40 [ 
1 2046 0 
1 a 00 

404*. |t -—b 
1 —n-—1)5 


—(n—4)5|. 


LT 
lu 


407*. |1—5; 5 o 
—1 4-h oh 


410*. 


412. 


413. 


444. | z--1 z ui À z 


415. 


za 


416*. ](u--5)? (4-45) (n bn) 


(anb)? (end-b,)y 3 ... (2s bs) 


47. 


418*. 
419*. [] [] 
[ 0 
0 [] 
Jney dn-pcdp 


420*. Obtener la ley de composición de una oxpresión extendida 
para el continuante de orden z!): 

p 

—1 

(Q0... n )m| 0 


0 sea, las exprosiones en forma de un polinomio de a, dg . . . ds. 
Escribir los continuantes del orden 4, 5 y 6 en forma extendida. 


S 6. Menores, cofactores y teorema de Laplace 


421. jCuántos menores de orden k contiene el determinante de 
orden n? 

422. Demostrar que pera determinar el signo del cofactor puede 
utilizarse la suma de los nümeros de las filas y columnas no del 
menor dado, sino del complementario a éste. En otras palabras, si M. 
es el menor dado, M", el menor complementario, A, el cofactor del 
menor M, A', el cofactor del menor M', entonces de A — eM", 
donde e — --1, se desprende que A^ — eM. 

423. Mostrar que el desarrollo de Laplace del determinante de 
orden n por cualesquiera £ filas (columnas) coincide con su descom- 
posición por las]demás n — k filas (columnas). 


.) La denominación «continuante» se debe a la relación con las fracciones 
continuas, que vendrá establecida en el problema 539. 
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424*. Mostrar que la regla de los signos que enlaza el cofactor 4 
con el menor complementario M' del menor M, puede enunciarse de 
la siguiente manera: sean c, ds, . . ., 4 10s nómeros de las filas, 
Pi Bas... D los nümeros do las columnas del menor Af en el deter- 
minante D de orden n, escritos en orden creciente, y 


[D 
los nümeros de las filas y columnas respectivamente del menor com- 
plementario M', escritos tambión en orden creciente; entonces A 
- M', si la sustitución (e "n. tm) es par, y A — —HM', si esa 


i B5 
sustitución es impar. 
Calcular Jos determinantes, aplicando el teorema de Laplace: 


425.]5 0 2. 7 420. |1 1 8 4 427. ]0 5 2 0 
3002 2008 8354 
18345 3002 724 4[ 
2003 4475 0410 

428.5 213 2| 429.|2 1 4 3 5 430.]7 2 1 3 4 
407020 34050 4/0208 
237593] 8 45 2 1|. 3040 7|. 
23045 152438 $3245 
30400 46070 512253 

491.1 234 5 432.140 20000 
06041 340000 
24123 5]|. 7654090 
13524 234500 
05032 $12073 

278341 

433.]1 293 4 5 3 434.17 654 3 2 
657842 978948 
9868700 749700 
324500| 536100p| 
340000 005600 
560000 006800 

495.2 30 01 —1 
9 40 03 7 
4 $1—12 4 
8 $8 76 9| 
1-00 00 0 
3 70 900 LJ 


4-029 49 


486.1020 s0 437. ]1 14 0 0 
514278 Z; m, conc sena 
104090 Xi Y. cos snp 
8153 7e6[| an coy seny 
108200 
9154 310 

438.]10 0 a b e 489. |0 a b c 
0 0 cw wc 1200 
a2 0 80 x do. 10y0| 
LL 100; 

* 75 hon om 

440.|0 a be 4M. irc 
s 400 1a00 
Mo 40[ 100 
e€e001 1002 

42.1 1 10 0 
1282020 
D 3 4 ru 
0 nom sm 
0 ocpoiborb os 

A43. 

DE LT 
ran-i [j 
[I o 
DI [] 
J3n-1, 22-1 0 
Hineinor o Üinsinei LE 

4d. |n do ann d "an 1 
1 0 1 0 1 0 
LL [E 
no0 cx: 0 f. 00 
9a Gb 4&2 "m 0n 
zdo0 uoo 2 0 

LONE 


m 


Utilizando el teorema de Laplace, calcular los siguientes deter 
minantes, transformándolos antes: 


449*. 


446. 


447. 


448. 


449. 


450. 


461. 


2-4 8 
4-8 7 
—8 4 —9 
8 —2 4 
—2 6 5 
5 —5 —3 

—4 4 E] 
3$ —1 

-1 
5 —3 

2 

3 —2 

8$ —1 

5 —6 

2 —s 
2 
3 

im 
6 
2 
5 
2 

-5 
E 
[ 

3 

-5 
4 

- 

- 

[E 
E 
E z 
z E 
zo dE 

ixi oc 


4 —5 

8 —7 
—2 8 

4-2 

4 —8 
4 2 


[ro z 
i-i d P 
E E [ru 
z z zo 4d 


(el orden del determinante es igual a 2). 


m 


5f 


DOE [2S 
wea 9 00 00 PT M 
, 5 8 Ra Ma c. Pusat Pus 
that 6i 00 
wea 1 Ro ve ieu Die 
L] [E 7 bnan-i Dan 
" mad asc. 
4 —1aj—1 
E 
-a z-a|* 
gem; oem 
4p d 4» 4a—z f—4y 4p. 4g 0n 


454. En el determinante D de orden par n — 2k separemos cuatro 
menores A, M, M; y M. de orden k, como se muestra on el esquema 


"] 

Éxpresar ol determinaste 2. mediante los menores My, Ms, My 
y M, para los dos siguientes casos: 

a) si todos los elementos de Mf, 6 M; son nulos; 

b) si todos los elementos de M; ó M, son nulos. 

455. Sup.ngamos que en el determinante D de orden m — kl 
se separan / menores de orden A, situados a lo largo de la segunda 
diagonal, es decir, M, yace en las primeras £ filas y ültimas I: colum- 
nas, M, on las siguientes I: filas y anteriores /: columnas, ote., y por 
fin, M, se encuentra en las ültimas A filas y primeras A columnas, 

Expresar D por medio de M;, Ms, . . ., M, si todos loselomentos 
de D, yacentes por un lado de la citada cadena de menores, son 
nulos. 

46. Sea que en el determinante D do orden se separan £c filas 
y | columnas, con la particularidad de que 7 « k y todos los elemen- 
ios de las 7 columnas elegidas, no yacentes en las c filas separadas. 
son nulos. Demostiar quo en el desarrollo de Laplace del determi- 
nante D por las / filas separadas es necesario tomar sólo aquellos 
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menores de orden & que poseen Jas 7 columnas elegidas; la afirmación 
que ze obtiene cambiando de lugar las filas y columnas, también 
es justa. 
497. Resolver el problema 206 usando el teorema de Laplace. 
458. Demostrar que 


enU mp vous U 


0 bua 0 bu s.0 by. 

PT luis ceux] I raiaces i 

U B0 daos0 du|m| cis i pP 
tent n n1 ng ««* Ónn Uni Dg... Pnn 


xpÜ Wapü ce FyaiD 
[Nn 
459*. Calcular el determinante do orden k--1: 


1 filas 


460. Escribir la descomposición del[continvante (compárese con 
el problema 420) de orden n: 


a 00 
- 00 

[T d E 00 
[] D os 4 


por las primeras i: filas. ;Qué propiedad de los nómeros de Fibonacci 
(problema 365) se obtiene de aquí para n — 2k? 
461. Sin suprimir los paréntesis demostrar quo la igualdad 


(ab — a/b) (ed — c'd) — (ac — a'c) (éd — d) - s 
-F (ad' — a/d) (5 — ye) 0 


es válida para cualesquiera valores do a, 5, c, d, a', b^, c', d'. 
462*. En la matriz 


: 


dis : p ) 


nnlÓn, nel s Uefa 


que contiene n filas y 2n columnas, cogemos cualquier menor AM de 
Qrden m que posee, por lo menos, la mitad de las columnas que se 
encuentran a la izquierda del centro de la matriz. 

Soa c la suma de los nümeros de las columnas del menor M y 
sea M' el menor de orden » compuesto de las demás columnas de 1s 


matriz. Demostrar que 2) (—1)" MM' — 0, donde la suma se toma 
por todos los menores M del citado tipo. 


463*. Mostrar que los tres determinantes 
"yh bun Gyms by, a. bum, 
[Rr 

D-| "hh 59 wa bus ay us 
"ap D: uj. Dy, any Days 
"5n bu du. Dy aun Dy 
Urn un am bury ay Dan 


-omnom 
6- a | y | [2 
E Aonon 
están relacionados mediante la igualdad D — 62A? 1, 
464*. Scan 


f (2) — a, - ayz -- agi? -k ag? d- ar, 
4 (2) — bs H- byx d bunt p bar? p bant, 
h (2) e, ob eam b eunt b cart bcr 


ie —2)6 — B) (z— 3) — z* 3- pz* E ax -- r. 
Mostrar que 


y 


LLL 


16) f) foy 1 «oat. by bob. b, 
£9) &( g() |—|1 B Bi]. eo e € 6g 6|. 
h(n) (B) h(y) 1* "iir 2210 


465. Se dice que el determinante 


an "m Fu Tu 
D«| 2n. "nmn 7n Tak 
D" Em O e. 0 
Ver LEE 
se obtiene, rebordeándolo por medio de 4: filas y columnas del deter- 
D 
minanteA 2|... . . .. 
laim ... anal 


?) La. gencralización de esta propiedad se da en el problema 540. 
54 


Demostrar que para k 2 n, D — 0, mientras que para k « n, D 
es una forma (o sea, un polinomio homogéneo) de grado n — Kk con 
respecto a los elementos d,; del determinante A y una forma de grado 
2k con respecto a los elomentos rebordeantes z,;, yj, para los cuales 
sirven de coeficientes los cofactores de los menores del &-ésimo orden 
en el determinante A. A saber: demostrar que 

De (—1* 3 Au, sue Xites t Y AR 
donde A, 1,...1,7,5,.-., €S el cofactor del menor del determinante A 
que se encuentra en las filas con los nümeros i, i, . . ., i, y en las 
columnas con los nümeros /1, /j, . . ., a Y Xii. 1, 6 Y), -.), 5n 
los menores del determinante D compuestos de los elementos rebor- 
deantes y los menores que yacen en las filas (columnas, respectiva- 
mente);con los nümeros indicados. La suma se toma por todas las 
combinaciones de los índices que varían desdo la unidad hasta n, 
a condición*de que /, — i, «— ... i. fa m fam... f. 

466^. Demostrar la siguiente generalización del teorema de 
Laplace: si las filas del determinante D de orden n se dividen en p 
Sistemas sin filas comunes, con la particularidad de que en e) primer 
sistema entran las filas con nümeros c, — o, — ...;— c, y en 
€! segundo, las filas con nómeros à, 4, — a4, «— . . . « Gy 41 eto., 
y por fin, el ültimo sistema lo constituyen las filas con nümeros 
QWa-si X Uasrea —— .. . «- 0.. luego si en la matriz del ptimer 
sistema de filas se toma el menor M, del orden k, yacente en las 
columnas;con nümeros fj, — f; — ... — f, en la segunda matriz 
el menor]M, del orden !, yacente en las columnas con nümeros 
Bia hes... Paus diferentes de los nümeros de las 
columnas de M,, etc., y finalmente, en la ültima matriz, el menor 
M; dol orden s que se halla en las restantes columnas con nümoros 

-ra X Dass... Pas y si después formamos el producto 
*M,M, ... Mp, donde & — --1, si la sustitución 


«4 0 bci 
EG aq 
es par y & — —1, si esta sustitución es impar, entonces ol determi- 
nante D es igual a la suma de todos los posibles productos de semejan- 


te tipo. El hocho de que esta afirmación generaliza el teorema de 
Laplace, se desprende del problema 424. 


$ 7. Mulliplicación de los determinantes 


467. Multiplicar los determinantes 


1238 2 —8 1 
3842| y |t —43 
454 1 —52 


mediante todos los cuatro procedimientos posibles (o sea, multipli- 
cando las filas o las columnas del primer determinante por las filas 
o columnas del segundo) y comprobar que en todos los casos el valor 
del determinante obtenido es igual al producto de los valores do los 
determinantes dados. 

468. Calcular el determinante, elevándolo al cuadrado 


a b c d 
—b a d —e 
—e —d a | 
—d c —b a 


469. Calcular el determinante, elevándolo al cuadrado 


a b c d e f &g h 
—b a d —ce [-—e-—h g 
—e —d a b g hc-—ec-f 
—d e —b a h -g fo-t6 

€ —f —g —h a o c ad| 
—[/ € —h g —b a —à e 
—£ h c —f —6 d a —b 
—h —g | e-—àd-—e b a 


Calcular los siguientes determinantes, representándolos en forma 
de productos de determinantes: 


ATO*. | tbi d 4 zars id zs 
tenen dn iduajs 

Ph TIC" "Dre ? 
irai dA. id znjn 


ATi. | cos(a,—0.) cos(zi—R.) ... cos(e— fa) 
co3(4,—B.) cos(a;—R.) ... cos(a—pa) 


472. 1 €08(a,—24.) cos(mi—ems) ... cos(u i-e.) 
cos (az — 24) 1 os (a4 —a5) e05 (44 —65) 
c€os(a,—as) cos(u,—c) 1 ee C08 (324) |. 
co$(d,—G,) cos(a,—a4) cos(as—ag) ... 1 

A73. | sen 2a, sen (a5 J-u4) sen (24-4) 

Sen(d,--u,) sen22, « Sen(&,4-aa) 
Sen(us-rc,) sen(a-Fu.) ... sen2u5 [ 
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4]74.| i—atbR  1—apop 
—ah d—ah 


i—agbp 1—aBbb 
i-a, d—aQb. UU 


475. | (ev-Fb)^ (a -b)* se (eB 
(nb) GucbO ee (nba) 


a"-b (nei) 1s (Qn djn 
ATL] 4 0e 
ap eü*ó heo Nufiftves 


DELL Ln T" 


fn-i $n inei 55 Sane 
ATS*. | à o0 
o 5 
E. M 


no Smet fuer ce am 


479*. Demostrar que el valor del circulante se define mediante 
la igualdad 
n 


an-r 


ni * Es (6 E 


[uL 


L1 
donde] f (x) — a, 4- asz 3e agr*-bo...-b Gna77! y Bn Es 
son todos los valores de la raíz de n-ésimo grado dc la unid 
480. Domostrar que teniendo las designaciones dol problema. 

anterior 

4i 4. dy e ds 

LM NNI án-iKn-2) 
(-9 * (e) f (ex) ... f(ex)- 


481*. Calcular el determinante 
1a ow 


482. Calcular el determinante, aplicando el resultado del pro- 
blema 479 


: x] 
ba LI 
UL B 


483. Utilizando el resultado del problema 479, calcular el deter- 
aninante 


abcd 
dabe 
eda 
deda 
Calcular Ios determinantes: 
484.| 1. Ch Ch C^ od 
$ d c ck? cg^ 


€^ £4 e CR? Cj. 


man-r 
na^ 47 2a... (n—i)an- 


2a Sa? 4a* ... 1 
4B6*. Demostrar la igualdad 


s—a, s—a, 4i da e d 


s—ay sa, — (C4) — 1) * " gs svi, 
f—4y s—6y 
«donde $ — a d- 44 d- ... d- as. 
Calcular los determinantes: 
(p columnas) (7 p columnas) 


4 dp 00 


487*. 


"58 


(peolummas) — (n-p columnas) 
pisani 


488*. 


AR9*. 


490*. | cos8  cos20 cos30 ...  cosnÜ 
cosnÜ cos0  cos20 ... cos(n—1)0 


c0528 co530 cos4b cos Q 

491. sna sen(a--h) sen(a4-2h) . 
sen[a--(n—1)h] sena sen(a--A) 

sen(z--A) — sen(o--2h) sen(a--9h) ... 

1492s | d 2: 

à "m 

(n—tp* »*odgi s. (—2*|. 


T 
sen [a-(n—1) 4] 
son [a4-(n—2) h] 


sena 
E 


DUET 
493*. Calcular 
anticíelico) : 


à 7045 a4 
—- 05 4 
Tau —& O0 


"PD" 
donde z es cualquier nümero, 


495*. Demostrar que el circulante de orden 2n con la primera 
lila compuesta de elementos 2, à, . . ., 255.4. as, es igual al pro- 
ducto del circulante de orden n, cuya primera fila está formada de 
elementos 2, -- 2&4, d; -- dues, s s dr dy, y el circulante 
antisimétrico de orden n con la primera fila compuesta de elementos 
dj — yes a —— dias ss dn — en. 

496*. Demostrar la identidad de Euler 


Mutat iurucam- 
T (nk zujs e zs d. za d- 
ck 9s — zuh — za b zug 
Tk (nya t zu. — 23a. — zu) - 
ny. — za b zy, — zu) 
multiplicando los dos determinantes 


"oh c7 mn|[h & $^ *« 
A o—nh —n l| —h —ho 0*5» 
^ ^ c—n cnn n-n —a| 
4 —5n nalla —5 n» —n 


iQné propiedad de los nümeros enteros se desprende de eso? 
497*. Por medio de Ja multiplicación de los determinantes, de- 
mostrar la identidad 
(a? -- 09 4e e — Sab) (a? -- b? E e gate) — 
— A? P 4 CI -- BABC, 
donde a — aa' -- bc -- cb', B — ac' 4 bi/ "E ea', C e al 4- 
- ba/.-- ec'. (Qué propiedad de los nün eros enteros se deduce du 
aquí 
498*. Empleando las designaciones del problema anlcrior, de- 
mostrar la identidad 
(a* ^ Ut». ct m ab — ac — bo) (a? 2l? — atl Late — Vet) 
7 A* 4B! 4. C! — AB — AC — BC. 
499*. Demostrar la siguiente generalización del teorema sobre 


la mwltiplicación de los determinantes. Supongamos que se dan 
dos matrices 


LUI [LU 
L2 LN 


cada una compuesta de m filas y n columnas. 
€0 


Combinando las filas de una matriz con las filas de la otra y 


suponiendo que c, — | anb fornemos el determinante de 


P 
orden m. 
fuo 48 fim 
tno 8n [2 
[Lu 


Después designemos por 4i, i... t, Y Bryce 105 menores 
de orden m de las matrices 4 y P respectivamente, formados de las 
columnas de dichas matrices con los nümeros ij, ia. . im en el 
mismo orden. Entonces 


NUT 


para m «& n (fórmula de Binet —Cauchy), es decir, ol determinante 
D es igual a la suma de los productos de todos los menores de orden m. 
de la matriz 4 por los correspondientes menores de la matriz B. 
Para m2 n 


Ap is es dmDPi i seuil [0] 


D-0, T Q) 


500*. Demostrar la afirmación (2) del problema quo precede, 
aplicando el teorema de la multiplicación de los determinantes. 


501*. Sin realizar la multiplicación, demostrar la identidad de 
Cauchy 


Kei ir ds62 b ee 0n62) (Didi e bids e i. e buda) — 
— (aid, -- ads 4- « « «A and,) (bes P 0303 F1. e bae) — 


7 QA Ih mmi) (edad) n 0. 


502. Sin multiplicar, demostrar la identidad de Lagrange 
(3a)(25)—(X «&)-, X (ab ab). 
7 i c iei cn 


503*. Demostrar que para cualesquiera nümeros reales 
LE Gy y by b. ss bs 
es válida la desigualdad 
(dra... 0)cLÀÓrT...T- 42 
Z(aby abb l.c anb, 


con la particularidad de que el signo de igualdad se pone si, y sólo 
si, uno de los citados sistemas difiere del otro solamente por un 


factor numérico (puede ser igual a cero). (Desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski.) 


[r1 


504*. Mostrar que para cualesquiera nüámoros complejos a1, as, . . « 
2 0s Y Dy Dy ss b, se cumple la igualdad 


(3 aa) (S u5)— (S i (3 m) - 
d, oon CLAN OR BON. 


- (a by — asbj) (ajby — aub). 
us axby) (a5by — aub) 


*, 505*. Demostrar que para cualesquiera dos sistemas de níámeros 
complejos aj, as, - Gy y by by... b, es válida la desigualdad 


(ism (inm a 


con la particularidad de que el signo de igualdad aparece cuando y 
sólo cuando los nümeros de uno de los sistemas dados se diferencian 
de los n&meros del otro solamente por un factor numérico. 

506*. Se denomina determinante Dk ns (o adjunto) con res- 
pecto al determinante D de orden n — 1, el determinante D' obtenido 
de D, sustituyendo todos los elementos por sus cofactores (conser- 
vando la disposición precedente). 

Demostrar que 

D'-— D" (1) 


507*. Sea M el menor de orden m del determinante D, A el co- 
factor de M, M' el menor del determinante recíproco D', corres- 
pondiente al menor AM (o sea, formado de Jos cofactores de los ele- 
mentos del determinante D que participan en /M). Demostrar la 
igualdad M' — D"-14. 

Si quedamos en que el menor complementario para todo el deter- 
minante D se considera igual a la unidad, dicha igualdad será una 
genomalización de la del problema anterior (pora m — n). 

508*. Sea C el menor de orden (n — 2) obtenido del determinante 
D, suprimiondo las filas i-éósima y j-ésima y las columnas A-ésima y 
Lésima, con la particularidad de que i — j y & « I; como siempre, 
Ap, es el ofactor del elemento a5,. Demostrar que 


Ak Pd 
Am And 


509*. Mostrar que si el determinante D esVnulo, todas las filas 
como las columnas) del determinante recíproco son proporcio- 
nales. 

510*. Sean a,; el elemento del determinante D de orden n y Aí; 
el cofactor del elemento correspondiente 4;, del determinante D', 
recíproco al D. Mostrar que Aij — D^-*a;;. 

511*. Sean M el menor de'orden m del determinante D de orden 
n, M'* el correspondiente menor M del determinante recíproco D' y A^ 
el cofactor del menor" M'. Demostrar que A' — D?-"-1Mf. Ello es la 
generalización del problema precedento. 


02 


ape po, 


512*. Sabiendo los menores de todos los elementos del determi- 
nante D, diferente de cero, hallar sus elementos. 
513*. Sea 


S omribabd s.s buk (6-1, 2,8...) 
PG. 


Mostrar que 
mi ho o fna 
hon o5 e £z 
5 ^ e fnt 
no fna jneh p finr 
514. Mostrar que si 
[2 T 
7n du "an 
Diem | e eue dai he , 
[E Ann 


el produeto D(z)-D(—z) puede representarse on forma de 


Au—ro 4n Am 
Ano Am—n Am 
VRBE ABIDE pat , 
Am ^m Ap 


donde ningün 4,; depende de z. Hallar la expresión de 4,, median- 
to axi. 

515*. Demostrar, multiplicando los determinantes, que al con- 
mutar dos filas (o columnas), el determinante varía de signo. 

516*. Demostrar, multiplicando los determinantes, que el deter- 
minante no varía si a una de sus filas (columnas) se le suma otra fila 
(columna), multiplicada por un nümero c. 

517*. Mostrar que el determinante 


1 /— cog, cosq. 
cosQ, 1 — co$9. 
cosq, cosQ, 4 


es igual a cero si q,-- q2-- y 


518*. Sean 4, Ll, 15 y m, ma, ms los cosenos de los ángulos entre 
dos semírrectas y los ejes ortogonales de coordenadas y q el ángulo 
entre esas semirrectas. Demostrar que sen? q — (hm, — Lm)? 4- 
Hr ama — ln3Y -- (lm — lmgy. 

519. Sean ci, f; Yi; €. Da, 5; s Ds, Ys los ángulos entre las 
tres semirrectas L4, L,, Ly y los ejes ortogonales de coordenadas y 
supongamos que los ángulos de dichas semirrectas sean eniro sí 


[: 


9i — Zn La) 9. —. Z n, L) y $8 — Z Las L2). Demostror que 


c08 d, co$B, cosy, 
— 1— cos! q,— cos? q, — cos? q, -I- 2 cos q, cos q, cos qs. 


520*. Sean (z, Vj), (zs Us) Y (zs. ys) las coordenadas roctangu- 
lares de los puntos M, M, y M; en un plano. Mostrar quo el detor- 
minante 


mod 
LI 
75 à. d 


no varía al girar los ejes de coordenadas y trasladar cl origen de coor- 
denadas. Utilizando lo expuesto, aclarar su sentido geométrico. 
521*. Sean (z,, yi) y (zs, y.) las coordenadas rectangularos do dos 
puntos M, y M, en un plano. Después de esclarecer el sentido geomó- 
trico del determinante b Zi, saber si varía éste al girar los ejes 


yitrasladar ol origen de coordenadas. 
522*. Después de calcular el producto de los determinantes 


4 dw R||—n —n &R 
z; Wk) R|S| —n —n RJ. 
moa R||—n —9 R 


Obtener la expresión para el radio del círculo circunscrito a través 
«e los lados a, b, c y el área S del triángulo. 

523*. Sean a, Gs 2; By Da Bo; Ti. Tes Ys rospectivamente los 
cosenos de los ángulos que forman tres semirrectas ortogonales dos 
a dos OA, OB, OC con los ejes del sistema de coordenadas rectangular 


QQ O, ds 
Oz, Oy, Oz. Demostrar quo ol determinante| fu && fs |- 21, con 
To3 05 


la particularidad de que el signo más tendrá lugar en caso do una 
misma orientación de los triedros OABC y Ozyz (ello significa la 
posibilidad de hacer coincidir OA con Oz, OB con Oy y OC con Oz, 
al girar la figura OABC) y el signo menos, en caso de una orienta- 
ción opuesta (lo que significa que al coincidir O4 con Oz y OB con OY, 
las semirrectas OC y Oz tendrán direcciones contrarias). 
524*. Sean (z,, JW, 2), (zs Va, 24) Y (zs, Vs, 25) las coordenadas 
es puntos M,, M, y M, en el espacio. Mostrar que el determi- 


93 WV 5 
LE NE 
7a Wa 5 
no varía, al girar el sistema de coordenadas (que se supone rectangu- 
lar) y esclarecer su sentido geométrico. 


64 


525*. Hallar el volumen V del paralelepípedo a través de las 
longitudes a, b, c de sus aristas que pasan por un vértice y los ángulos 
&, B, v que forman esas aristas. (El ángulo o está formado por las 
aristas de longitudes b y c; B se forma por c y a; y está formado por 


a y b.) 

526*. Sean l, L, ly; my, ma, ma; m na ns los cosenos de los 
ángulos de las semirrectas O4, OB, OC, respectivamente, con los 
semiojes positivos del sistema de coordenadas rectangular Oz, Oy, Oz. 

Demostrar que para el carácter coplanar de las semirrectas OA, 
OB y OC (o sea, para situarlas en un mismo plano) es necesario y 
suficiente que se cumpla la condición 
hod ly 
mom, m 


mo ns 
527*. Sean (z,, y;, zi) las coordenadas rectangularos del punto M, 
del espacio (i — 1, 2, 3, 4). Después de mostrar que el determinante 
nognomn d 
74m d 
Xy Wa oz. | 
POR. d 
no varía al trasladar el origen de coordenadas, esclarecor su sentido 
geométrico. 
528". Multiplicando los determinantes 


-onnR —-5 —Wn —5n R 
7o m OR —*. —W —5 R 
own R| Y [|— —5 —9 Ry 
LE —n —w —* R 


obtener la expresión para el radio de una esfera circunscrita alro- 
dedor de un tetraedro, mediante el volumen y la arista de óste. 
Hallar a partir de la expresión obtenida, en particular, el radio de 


la esfera, circunscrita alrededor de un tetraedro regular, cuya longi- 
tud de la arista os a. 


$ 8. Diferentes problemas 


529*. Mostrar que el determinante de orden z admite la siguiento 
delinición axiomática (equivalente a la corriente). 

A cualquier fila de n námeros !) la llamaremos vector y là designa- 
remos por una letra negrilla. La adición de dos vectores y la multi- 
plicación del vector por um nümero se determinan, como siempre, 


) En lugar de námeros pueden examinarso también los elemontos de cual- 
quier campo P. 


5—0279 65 


es decir, si 
&— (mas is ds) y bo (bs by ls bs 
entonces 
a t b — (aae 0s ap He 0s iis as bs) 


si c es un nümero, ca — (ca, &a3, . . ., a4). 
La función f (aj, 45, . . ., 4) de n vectores con valores numéricos 
se denomina lineal por cada argumento (o más breve, polilineal) si 


Hay... eai rais ss al) 
eeUf(ay, is ab, sss ay) ef (nn s de ean) (2) 


para cualesquiera vectores que figuran aquí, cualesquiera nómeros 
c', c^ y cualquier i — 1, 2, ..., n. Prosiguiendo, denominaremos 
función que posee la propiedad de anularse si 


f(m s 05 s G5 50, —0 para a,—aj — (B) 
diem12,... n div. 


Sea e, (L— 1, 2, .. ., n) un vector que tiene en el i-ésimo lugar 
la unidad y en todos los demás, ceros. La función f (a1, a, . . a) 
se llama normalizada si 


(s 6h n 6) m de Q 
Supongamos que se da una matriz cuadrada de orden m 
ap LLL 
LINT 
y |A | es su determinante en el sentido corriente, o sea, 


"o gMIeXC tas ns enge 
donde la suma se toma por todas las permutaciones i, ij .. ., ia 
de los nümeros 1, 2, .. ., n y s es el nüámero de inversiones en cada 
permutación. 


Mostrar que 

1) el determinante | 4 | como función de las filas de la matriz 4 
posee las propiedades (z), (B) y (v); 

2) cualquier función de n vectores, que posee las propiedades 
(a) y (B) satisface la igualdad f(m, ds .. 5 d) — lA | X 
X f (ey 63... 65), donde A es la matriz con las filasa;, a, . . ., 455 

3) cualquier función f (t, ds, .. ., 4) que posee las propiedades 
[3 (B) y (p), es igual al determinante | A | de la matriz 4 con las 
ilas a, d,, .. ., a. En otras palabras, el determinante | 4 | de la 
aatriz A es la ünica función polilineal, normalizada de sus filas 
que posee la propiedad de anularse. 

530^. Usando la afirmación 2) del problema anterior, demostrar 
el teorema de la multiplicación de los determinantes. 


66 


531. Mostrar que para las funciones de n vectores por encima del 
compo de la característica diferente de 2, existiendo la propiedad 
(c), la (B) es equivalente a una fonción de signo variable, o sea, 
J(m 545.505.) — — f (y 0n a5 s dy) 

(9^) 
para cualesquiera vectores e i, f — 1, 2, .. ., n, i4 f. Dar un ojem- 
plo de una función de n vectores por encima del campo P de la 
Saracterística igual a 2 que posee las propiedades (c), (f^) y (y), poro 
no posee la (B). 

532*. Calcular el determinante 


* 4 1 Li m 1 

18 Lu LU ^. ent 

dorfo £* o Qu. gehn 2n 
dos) S08 us )ey [: donde exeos T. Eisen T, 


4 en-b ghn-n gxn-n (2 g(n-0i 


583*. (Cómo variará el determinante si en él so separan /: filas 
(o columnas) y de cada una de ellas se restan todas lagjdemás filas 
elegidas? 

$34. El determinante 
ndr oar 
adr Gacer 


Jr 


Lnd 


D 


Amir dyrbz 5 aad 
representarlo en forma de un polinomio situado segón las potencias 
de z. 
535*. Demostrar que la suma de los cofactores de todos los ele- 
mentos del determinante 


LO 
es igual al determinante 
t 1 Tm 1 


4n—4n nup 


745—454 4s—45 . 


7ni—41 853—455 ... 4p 

536*. Demostrer que la suma de los cofactores de todos los elo- 

mentos del determinante no varía si a todos los elementos se les 
afiade un mismo nümero. 


$* er 


537*. Demostrer que si todos los elementos de cualquier fia 
(o columna) del determinanto son iguales a la unidad, la suma de los 
Cofactores de todos los elementos de éste será igual al propio deter- 
minante, 

538. Demostrar que el determinanto antisimétrico de orden par 
no varía si a todos sus elementos se les aüade un mismo nümero. 

539*. Establecer la siguiente relación entre los continuantes (la 
expresión extendida del continuante se da en el problema 420) 


a 1 00 00 
—1 a1 0 90 
(4 0 ...a)—-| 9—1 41 90 
9 000 —1i a 
con las fracciones continuas: 
1 
acu " 
Ly 
EE As 
tz 


an LILI 

Ae |^" DIU | de orden n 
ni n; nn 
bu bg b 

gai. a P» | ac orden p. 


Up Bp se bpp 
Compongamos un determinante de orden ap: 


Wü cscdaKa, nbi -anbap 

pn "ibus dnb 

ebuo es dasbno nis aub 
PLC 

nbn abus nbn 

sión "uibs 

Ouibeé s Unnbmi Gajbpr ses Gasbpr css dmiUnp 


Así, pues, la matriz del. determinante D consta de p* células de 
filas y n columnas cada una. La célula que se encuentra en la i-ósima 


e8 


fila celular y j-ésima columna celular (para cualesquiera i, j — 
—4,2,.. ., p), se obtiene de la matriz del determinante 4, multi- 
plicando todos sus elementos por b,;. Demostrar que D - A"B^. El 
determinante D se denomina producto de Kronecker de los determi- 
nantes A y B (véanse los problemas 963 y 965). 

541. Demostrar la siguiente regla de desarrollo del determinante 
rebordeado: si 


an 8n un 

[^2 LI 
D- 

[s 


yu ua e dis S 


542*. Supongamos que los elementos del determinaifte D son po- 
linomios do las incógnitas z;, za, . . .. z, con coeficientes numéricos 
(o do un campo P arbitrario), con la particularidad do que D — 0. 
Demostrar que los cofactores de Jos elemontos del determinante D. 
pueden representarse en forma de Aj — Aij 4] 4,2, 
donde todos A, y B, son polinomios do z,, z, . . .. z,. Hallar dichos 
polinomios para el determinante A: 


[E 
A-9|-. 9|. 
-— 


donde a, b, c se toman a título de incógnitas. 

543*. Demostrar, usando los dos problemas anteriores, que el 
determinante antisimétrico de orden par es el cuadrado de cierto 
polinomio de sus elementos que se encuentran por encima de la 
diagonal! principal. 

$44*. Mostrar que si en la expresión general del determinante 
antisimétrico se sustituye cada elemento 2, por —a,;, siendo j 2 £, 
se reducen todos los términos con tales índices, euyas sustituciones, 
al desorrollarlas en ciclos, dan por lo menos un ciclo de longitud 
impar. 

549*. Sea D un determinante antisimétrico de orden, par n con 
elementos a,; & —aj (i j — 1, 2, . . ., n). Se denomina«producto 
do Pfaff del determinante D el producto 


E65, iai, da «e nas ine 


en el cual Los índices de los n/2 elementos que participan en 6l, forman 
una permutación de 4, fa... i; de los nómeros 1, 2, .. m; ee 
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75 -H1, si dicha permutación es par, y & — —1 si ósta os Impar, El 
producto de Pfaft se llama reducido si consta sólo do elementos, yacen- 
tes en D por encima de la diagonal principal (es decir, si cada elo- 
mento posee el primer índice inierior al segundo). Denominaremos 
esencial al término del determinante D si la sustitución de sus índices 
tiene sólo ciclos de longitud par. Un par de productos de Pfaff redu- 
cidos N,, N', (en el orden dado) se Ilama correspondiente a dicho tér- 
mino«esencial del determi ante D si se confecciona segün este tór- 
mino dà la siguiente manera. Supongamos que la sustitución do los 
Índices de dicho término se escribe en ciclos de este modo: 


(s se nna) (ils e. Bess) se uta ses aaa). (1) 
con la particularidad de que «, — 1 y cada ciclo, comenzando dosde 
€l segundo, empieza por el námero mínimo entre los nümeros que no 
entran en los ciclos precedentes. Construimos los productos de Pfalf 


Nim tts odas na e Raya, ape Bs Bo 
: t 8B By rrt Tus aas 8 hy a 
Ni 30os, andes 0s s das aps AR, B e [ODE 

7s, uas n. rn Typs 


y luego cada elemento a;;, donde 1 7 lo sustituimos por —aj;. 

Varía el signo de e; o de e;, respectivamente, poro también cambia 
la clase de pormutación, de modo que después de cada sustitución 
obtenemos do nuevo un producto de Pfaff. Al ejecutar en AN; y N; las 
sustituciones indicadas, obtenemos un par de productos de Pfaif 
reducidos de N;, N,, correspondiente al mencionado término esen- 
cial D. 

Demostrar que: 

1) Cualquier par de los productos de Pfaff reducidos (diferentes 
0 iguales) corresponden a uno y sólo a un tórmino esencial del desa- 
rrollo general del determinante D. (En un desarrollo general de D. 
los términos obtenidos uno de otro mediante las sustituciones tipo 
4, 7 —4;,, Se consideran diferentes.) En otras palabras, se establece 
una correspondencia biunívoca entre todos los términos esenciales 
y todos los pares de productos de Pfaff reducidos del determinante D. 

2) Cada uno de los términos esenciales es igual al producto de los 
productos de Pfaff reducidos del par que le corresponde. 

3) D — p', donde p es la suma de todos los productos de Piait 
reducidos, denominada agregado de Píafi o pfatfiano del determi- 
nante D. 

546*. Demostrar la siguiente fórmula recurrente, cómoda para 
calcular el agregado de Pfaff, determinado en el problema anterior. 
Si p, es un agregado de Pfaff del determinante antisimétrico D, 

— |, | del orden par n — 2, y pi, el agregado de Pfaít del determi- 
nante Di, obtenido de D,, restando las filas nósima e Césima aii 
como las correspondientes columnas, donde 1 — 1,2, .. ., n -- 1, 
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entonces 
sl 


(—1)7 pud; Pai 


Mostrar que pi, se recibe de p,.,, aumentando en 1 todos los 
índices de los elementos, mayores o iguales a i. 

547. Calcular los pfaffianos ps, p, p, empleando la fórmula 
del problema precedente. 

548. Haciendo uso de la fórmula del problema 546, hallar la can- 
tidad de sumandos del agregado de Pfaff p, del determinante anti- 
simétrico D, del orden par n, o sea, el nümero de diferentes produc- 
tos de Pfaff reducidos del determinante D,, (los productos que difieren 
sólo por el orden de los factores, no se consideran diferentes). 

549*. Sean D un determinante antisimétrico del orden impar n 
con elementos a, (i, j — 1, 2, , n) y M, el menor del elemento 
4j Pros 6l agregado de Pfaif del menor M. Mostrar que Mi; — 
-— PusnDiati (,] — 1, 2, ..., n). Prosiguiendo, mostrar que a 
título de polinomios A,,.8, del problema 542 (a condición de que 
los elementos D que se encuentran por encima de la diagonal princi- 
pal se consideran incógnitas z,, ..., z,) pueden tomarse A4, — 
7 (—4)7 pi, Bj — (—1)7 py. 

Comprobar que para el determinante 1 


0 a b 
| 4 0 c|se obtiene, mediante eso procedimiento, 
—b —c 0 


el mismo resultado que en el problema 542 (si se toma en conside- 
ración que en el problema 542 4, y B, se definen con una precisión 
de hasta la variación de signo de todos esos polinomios). 
550*. Demostrar que el determinante de forma general, consido- 
rado como un polinomio de sus elementos, tomados en calidad de 
incógnitas, no se descompone en dos factores, cada uno de los cuales 
es wn polinomio de las mismas incógnitas del grado diforente de 
coro. En otras palabras, el determinante es un polinomio irreducibl 
de sus elementos y, además, por encima de cualquier campo. 
551*. Sean D — |a, | un determinante del orden n 1, k, 


cualquier námero de 1, 2,... m (D — €t — rri desig- 
memos por sy sa .. Spy todo gónero de combinaciones de n 
námeros 4, 2, ..., n segün k, numeradas en un orden arbitrario 


que posteriormente queda invariable (para precisión, lo$ pümeros 
en cada combinación pueden considerarse situados en orden cre- 
ciente, aunque en lo sucesivo ello no tiene importancia); pij el 
menor de orden A del determinante D que se encuentra en la inter- 
sección de las filas con námeros de la combinación s, y do las colum- 
nas con nümeros de la combinación sj, ij — 1,2, .. ., (ji; cuj el 
cofactor del menor p; en D. Denominaremos el determinante de 


" 


orden (2) que tiene el aspecto 


[" [E UTE 
AS| LEES ^n o 
"(s "Qs cn "cya 


determinante de los menores de orden k dcl determinante D. Intro- 
duzcamos además el determinante A, del orden (1) que se obtiene 
de A,, sustituyendo cada menor p,; por su cofactor c; en D. 
Demostrar que: 
1) los valores de los determinantes A, y A, no varían, al cambiar 
la numeración de las combinaciones, o sea, al permutar las combi- 
naciones en una sucesión de s, $4 .. 5ay 


2) A — Na, lo que es la goneralización de la afirmación dol 
problema 242; 


3) e D), 4) a e DE, s) a e DU. 


$52*. Calcular el determinante P, «- | pi; |, en el cual p, — 
si i divide f, y py — 0 si £ no divide /. Hallée al valor dal delermi- 
nante Q, — | qi; | en el cual q;; es igual al nümero de los divisores 
comunes de i y j. 

553*. La función q (n) igual a la cantidad de nümeros de la serie 
1,2, .. ., n, primos con n se denomina función de Euler. Haciendo 
uso del problema anterior y del teorema de Gauss de quen — Y. y (d), 
donde la suma se toma por todos los divisores de d del nümero n 
(incluyendo 1 y el propio n), mostrar que el determinante de orden 
nD - |di; |, donde dj, es el máximo comün divisor de los náümeros 


iyj,esiguala o (1) 9(2) ... 9 (n). 


PARTE 1 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


8 9. Sistemas de ecuaciones resueltos segün 
la regla de Cramer 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando [la regla: 

de Cramer: 

554. 2, -- 22, — x -- x44, 
4rd. 3m — m.yd- 2x, — 0, 
Sz -- 52. — Br. -- áz, —— 12, 
Sz, —- 32, — 22, -- 22, — 6. 

555. 22, -- Sz, -- ddr, -- Sz, — 2, 
zyceomid- xc 2m — d. 
25-koxi- Azp-p 2m —R 
Zik ox. 0x. 42. —3. 

Monde dE inciet Z4, 7 20, 

HT 2xQ4d- z,— 414. 
zz Eaüz leui Tai 4d 
3u d. 8r, -- 92, -- 224 — 3T. 

$97. 3a, «E áz, -F x4 d-2z,-- 3 — 
elbreXelb IO 
Om, de Br. cR za dE 5x4 70 8 — 0, 
3a, - 9r, de za - Tz d. 8 — 0. 

588. Tz, J- 92, -- Ázs 4- 22, — 2. — 0, 
2z,—2z,-F z,-F 2,—9 —0, 
ipén dn 2n 370 
2z,-- 8r, -- x. d- x. — 0. 

559. 6z 4- 5y — 2z 4- cd 


Sz --4y--22— 2t— 1—90, 
Sz — 9y -- 2t — 11 — O. 
560. 2s — y—6- 3t 1-0 


Ton tua 9t— 5 
z— yc-2:— 6t 8 


18. 


z 
8r — 7y 4-82 
5z — 9y -- 6z -- At 
. 4z—Ó6y-- 3:4 t 

564*. Dos sistemas de ecuaciones lineales con las mismas incógni- 
tas (no es obligatorio que tongan el mismo nümero de ecuaciones) 
se denominan equivalentes si cualquier solución del primer sistema 
satisface el segundo y viceversa. (Cualesquiera dos sistemas con las 
mismas incógnitas, cada uno de los cuales, no tiene soluciones, tam- 
bión se consideran equivalentes). 

Mostrar que cualquiera de las siguientes transformaciones del 
sistema de ecuaciones lineales: 

a) permutación de dos ecuaciones; 

b) multiplicación de ambos miembros de una de las ecuaciones por 
cualquier nümero diferente de cero; 

€) resta término a término de una ecuación, multiplicada por 
cualquier nümero, de la otra convierte dicho sistema de ecuaciones 
en uno equivalente. 

d Transformará el cambio de numeración de las incógnitas el sistema 
4ado en el equivalente? ;Es admisible el cambio de numeración de las 
incógnitas al resolver el sistema de ecuaciones? 

565. Demostrar que cualquier sistema de ecuaciones lineales 


Z apr bs d 


mediante làs transformaciones tipo a), b), c) del problema anterior 
y el cambio de numeración de las incógnitas, puede reducirse a la 
Siguiente forma 


PET 


que satisface uno y sólo uno de los siguientes tres grupos de con- 
4iciones: 

a)eu 550, i551,2,..., n; cj; -—0 para if 
(en particular, los coeficientes de las incógnitas en todas las ocua- 
«iones que siguen la n-ésima (siendo s 5) son nulos d, — 0 
para i — m -- 1, ...,5 (en ese caso se dice que el sistema se reduce 
al aspecto triangular); 

b) existe un nümero entero r, 0 «C r « n — 1, tal que cj; 55 0, 
1—1,2,..., r5; e — Üpara i 2 j; c; — 0 para i 2 r y cualquier j, 
iguala 4,2,..., nd, — O parat  r E io r2, .... 8; 
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22,85 a) 


$eio.3 2 Q) 


€) existe un nümero entero r, 0 « r « n, tal que c, 5€ 0 para 
1,2, .. ri 6p — 0 para i j; ej; — 0 para t2 r y cualquier 
, h. Existe un nümero entero &, r 4- 1 «Ck «s, tal 


inieial (1). dee mostrar que en el caso a) e] sistema D (así como 
el (1) también) tiene la ünica solución; on e] caso b) el sistema (2) 
tiene una cantidad infinita de soluciones con la particularidad de 
que para cualesquiera valores de las incógnitas yr, . . ., y, existe 
el nico sistema de valores de las demás incógnitas Jj, . . ., y; en ol 
caso c) el sistema (2) no tiene resolución alguna. Este teorema argu- 
menta el método de eliminación de las incógnitas al resolver el 
sistema de ecuaciones lineales. 

566. Mostrar que si el sistema de ecuaciones lineales (1) del pro- 
blema anterior posce coeficientes enteros, entonces para todas las 
transformaciones, reduciéndolo al aspecto (2), pueden evitarse los 
námeros fraccionarios, de modo que el sistema (2) también tendrá 
coeficientes enteros. - 

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones medianfe el método 
de eliminación de las incógnitas: 


507. 568. ] 
$n — 2z, — 5 -- m, — Bm zd —1-—0, 
2x, — 9m,-k zx. m, - —3, — x — 2:,— 2z,— àx, — 


2t —áÁn-—5 B)n— 2n t1-0 
zmp— zp— 4m 0x, 22. 2z, -- 82, 2- 224 — 8z, 2-7 8 O. 
569. 570. 

2n —2m —— co mnob3—0, nckon—6n—4n-5 
2x, Ózx, oz.— 32.2.6 — a,— 0:,— 4r, 7 2, 


ipelmtin dnt dep ndn 5 
zb Bmp-ez.— za 2900. 32Q dL 2z b 3z, Jp Bz, 


S71. 2z, — 32, -- 324 - 22, — 8 — 0, 
6m Or, — 2z,— z1--4 — 0, 
40z, -- 3c, — 32, — 22, — 8 — 0, 
[ur 

972. zd 2m-p 5my-p 9,— 79, 


263, 
2z-b 4x, -- dz, 2. d6z, —— 146, 
zik 9z,- Oz,-- 9m 92. 


878. z, E z.-bo rico macRo 2,45. 


z,-b 52, d Moz, d- 35z, 2 70z, — 210. 


574. z,-L2z,- Br.-b 4m.-- 5n 
2m d 32-k 7zs-- d0z - 43a, 
3a 5nd tins 4 d6z, 4- 21z, 
2x, — Tz, "Ix, p z.-- 22,— 97, 
zP-dx.- Ox. 3z.-- dz, — 7. 

5759. 6z, -- 6z,-L Dry Sz, 2- 20z, — 14, 
40r, 9x,-- 7z3- 24r, -- 30z, -- 18, 


4m co o2.- iri y din m dt 
87. nonc dn cb dn ck Da cb 3 
2z, - 22, -- 1123 2- 114 d- 822, J- 14 

22 oA — nk 4nd 10-0. 
zicb 4r, d2z. 272, 26 — 0. 
zy-k2m-k 2x, -- dO, — 81-0. 


dz, -- 3z,- d5z, 4- 9l -- Tz, — 130, 

2a, — z,— ry Sz. ay —18. 
578. 579. 
2xck Tr. Óm,-- x. — 5. 2noR &a— iid omi 
Sz, -- 122, — 9 - 82, -- 3, 
4m, d- Ózy P 3: — 22, — 9. 
Sz, d- 923 — 724 — 9. 


zc ox,— m4 8, 


— 22) - Bn m 2 
zy. 5n — 6, 2-2 — Un d, 
5s 34 ox—8n-i — 32e án 5. 


582. Mostrar que o) polinomio de grado n se determina completa- 
mente por sus valores para valores n -- 1 de la indoterminada. Con 
más precisión, mostrar que para cualesquiera nümeros z,, 2j, Ze, « . - 
- 5, que se difieren entre sf, y cualesquiera námeros J;, y; - . . 
L4 us existe uno y sólo un polinomio f (z) de grado «c, para el cual 


ÍG)-y, i50,1,2, .... n. 


583. Usando el problema anterior, demostrar la equivalencia 
de los dos definiciones de la igualdad de los polinomios de una inde- 
terminada !) con coeficientes numéricos (o coeficientes de cualquier 
cuorpo conmutativo infinito): 

1) dos polinomios se llaman iguales si son iguales sus coeficientes 
de cada par de términos del mismo grado (definición habitual apro- 
bada en el álgebra); 


3) Uma afirmación análoga para los polinomios de cualquier nümero de 
indeterminadas es fácil demostrar modianie la inducción, 
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2) dos polinomios se denominan iguales si son iguales como fun- 
iones, es decir, si para cada valor de la indeterminada, sus valores 
son iguales (definición habitnal aprobada en el análisis). 

584. Mostrar que para un cuerpo conmutativo finito de coefi- 
«ientes las definiciones del problema precedente no son equivalentes 
(dar wn cjemplo). 

. Hallar el polinomio cuadrado f (z), sabiendo que 


1)--—t5 f(-)29 f2)—-—3. 
586. Hallar el polinomio de tercer grado / (x), para e] cual 
f(—1) —0, f) —4, /()—3, f (3) — 16. 


587. Qué sentido geométrico tiene la afirmación del proble- 
ma 582? 

588. Hallar la parábola de tercer grado que pasa a travós de los 
puntos (0, 4), (1, —1), Q. 5), (3, 37), con la particularidad de que la 
dirección asintótica es paralela al eje de ordenadas. 

589. Hallar la guihoa de cuarto grado que pasa a través de los 
puntos (5, 0), (—13, 2), (—10, 3), (2.1) (14, —1), con la particu- 
laridad de que la dirección asintótica es paralela al eje de,las abscisas. 

Resolver los siguientes sistemas de ecuacionos lineales, aplicando 
en cada caso el procedimiento más adecuado: 


590. —z -y-Ez-Ft-a, 5901*. a(z d t) d- b (y -z) — e, 


z—ydcb4icli-—b a' (y 0)-- b (d z)—c, 
ad-y—ztbico a* (zr 0) p b" (y) m en, 
z-cyb:—t-d. zr4ycLictti-d 


con la particularidad de que 
ase b a se, a^ ge. 
592*. az -- by 4r c2 -- dt — p, 
—bz -- ay 4- dz — ct — q, 
—cx — dy -- as -- bt — r, 
—dz-Fcy — bz-rat- s. 


593*. z, -F aga b dines b... b api db av 


z,dagma aimo d... apind-ab-0, 


EE 
donde d,, a, .. ., à, son distintos nümeros. 
89A. mom. b.c oom 4 
[7 2 E 
ain drain o db... aim. 


b, 
[2 


vu 


qs pL Dade, inn, 
donde a, a, ..., a son diferentes nómeros. 


7i 


595. z, -- az Fs apri, m b 
mpcb adam Ro... e apix. — by. 
man 4 iss ap a, m bs 

donde aj, ds, ... 4, son distintos nümeros. 


596. zd ze mb 
any de ay. d- Hass — b. 


"apu darin, ii ap, y. 
donde d,, às, .. ., a, son distintos námeros. 
597. zs zx... ori 
2x Óx-c...-$,dd-0, 
n onha eiie nn db dmm O. 
598. az, -- bz, -- .. br. m 6 
bz, rar pd... deUx, — 6p 


[ETE 
donde (a — 5) la -- (n — 1) 1s 0. 


599*. (3 -- 2a) z -- (3 -- 2a,) z, -- . . . -- (8 37 22,) z $4 


( 2. 3a, 2- 20) z, -- (82-304 4-20) z 4... 
eb (E Sas d 2a5) z, — 1 -- 3b -- 209, 

aj (d 32, E 22) a, Fas (0 3a. e 2a) zs b ss. 
seb as (6 -- Sas -- 223) x, — b (1 4- 3b -- 209), 


ap7^ (1 4- 3a, - 222) z, 4- a27? (4 4- 32, 4- 22) z 4... 
ses ag? (0 de 3a, e 201) z, e D9- (1 4- 3b 4-28), 
aj 43a) dr ap7? (04-34) zi HR. d 
rag? (8 2p 324) zs — b^7* (1 4r 30). 


600*. Desarrollando la función Tr en serie de potencias, 


" 
obtenemos xz cios m de hr farte t ss. 
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Mostrar que 


601. Se sabe que zl — 1 5p zt dpt ep isses donde e. 


és c6 ss. Son los denominados nümeros de Euler. Mostrar que 
oc o [] [] 
4o* 1 [ " 
e-G»| t io Ro: id. 
E dpi enis iiid Pao j|: 


602^. En el desarrollo mA by d Dart de by de uus ba m 
1)"-1 B, 


VN donde B, son los denominados nümeros de Ber- 


noulli. 


Prosiguiendo, mostrar que para n 1 


1 
3 1 n ECTS 
1 1 
Go r 9 D 
bam] 4. tí 
4r 3r 


4 1 i t 
TED Ga—0r Qa—mV UR—SF UC 
603*. Mostrar que el nümero do Bernoulli B,, introducido en el 
problema anterior, puede expresarse mediante los siguientes deter- 
mninantes de orden m: 


o U d 


Bam 3 


n L 1 1 
WEermÜ Cep Qa—4 a—dÀ Ui 
604*. Designemos por s, (5) la suma de las n-ésimas potencias de 
los námeros de la serie natural desde 1 hasta & — 1, es decir, s, (k) — 
—4^-E2^--...4- (k — 4)". Después de establecer la igualdad 
4 () -- Chin sns (0) H^... de Chs (E) - so (5), 


Ka e0, 1 
Ga 3 
€&-s 1|. 
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605*. Representar en forma de un determinante el n-ésimo coe- 
liciente 1, del desarrollo ££ —14c4àsd«dc.B dU 


1606. Representar en forma de un determinante el n-ésimo coefi- 
ciente — f, del desarrollo zctgz — 1 — fi? — foi — 
" 


am mui. 
607*. Después de expresar ol n-ósimo coeficiente a, del desa- 
mollo &^* — 1 — ajz Fasz! — as -- ... en forma de un deter- 
minanto, hallar de aquí el valor del determinante. 


S 10. Rango de una mafriz. Dependenci 
de los vectores y de las formas lineales 


Hallar el rango de las siguientes matrices, aplicando el método 
de rebordear los menores: 


608. /2 —1 8 —2 4 600./1 83 5 —t 
(2:5 : 1). 2 —1 —8 4 
2—01 82 5 1-4 7L 

S ODSO» d 

610./3 —! 32 5 6t. 54 9 3" x5 
5$ —3 28 4 8 6 4 2 
1 —8 —5 0 —1]- 43-82 1]. 
7 —5 14 1 4 3 142 —5 

8 6 —i 4 —0 


612. Hallar los valores de ^, para los cuales la matriz 


3 04 
o4 1:0 1 
H 13 
2 48 
tiene el rango mínimo. 


4Cuál será el rango para los À hallados y cuál será para otros 
valores de à? 


613. ;Cuál será el rango de la matriz 


1 Aà-—42 
(* —1 0 J 
(£09 —8 4 
para distintos valores de ? 

614. Sean A la matriz de rango r y M, el menor de orden quoe 
se encuentra en el Ángulo superior izquierdo de la matriz A. Demostrar 
que mediante las permutaciones de las filas entre sí y las cóluninas 
entre sí puede lograrso cl cumplimiento de las condiciones: M, 4-0, 
M3 350, .... M, 30, mientras que todos los menores del orden 
superior a r (si, en general, óstos existen) son nulos. 

615. Las siguientes transformaciones de una matriz: 


EE 


6-0279 E] 


1) multiplicación de una fila (columna) por un nümero, distinto 
de cero; 

2) adición de una fila (columna), multiplicada por cualquier nüme- 
ro, a otra lila (columna); 

3) permutación de dos filas (columnas) 
se denominan elementales. 

Demostrar que las transformaciones elementales no varían el 
rango de la matriz. 

$16. Demostrar que la permutación de las filas (columnas) de 
una matriz puede obtenerse, haciendo Jas transformaciones de las 
filas y columnas sólo de los tipos 1) y 2), indicados en el problema 
anterior 

617. Demostrar que cualquier matriz de rango r puedo reducirso, 
mediante las transformaciones elementales indicadas en el proble- 
ma 615, a una forma en que los olementos aj, — à; — -—a.- 
7 4, y los demás son nulos. 

618. Demostrar que mediante las transformaciones elementales 
sólo de las filas o sólo de las columnas, !a matriz cuadrada puedo 
reducirse a la forma «triangular», en la que todos los elementos por 
un lado de la diagonal principal son nulos, con Ja particularidad de 
Wi los ceros pueden obtenerse, segín el deseo, bien por encima de la 

iagonal principal, bien por abajo de ésta. 
leular el rango de las siguientes matrices con ayuda de las 
transformaciones elementales: 


619. (5 » 1 3l 620. (s —67 35 204 *) 


75.94 58 132 26 95 23 —294 86 
375 94 54 134 16 —428 1 1284 $52 
25 32 20 48 


621. /24 19 36 72  —38 
"49 40 73 M7  —80 
78 59 98 219 —118 
AT 36 71 140 —72 


622. /17 —28 45 d 30 


42 — 18 29 —55 —68 


623. Demostrar que si la matriz está compuesta de m filas y su 
rango es r, cualesquiera 3 de sus filas forman una matriz, cuyo rango 
no es inferior a 7 - $ — m. 

624. Demostrar que agregando una fila (o una columna) a la 
el rango de ésta bien no varía, o bien aumenta en una unidad. 

625. Demostrar que el borrado de una fila (o una columna) de la 
matriz no varía su rango cuando, y sólo cuando, la fila borrada (o co- 
lumna) se expresa linealmente a través de las demá: filas (columnas). 

626. Se denomina suma de dos matrices que tienen la misma can- 
tidad de filas y columnas, una matriz, cada elemento de Ja cual es 


ma 
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igual a la suma de los correspondientes elementos de dichas matrices, 
es decir, (4,5) 5 (bij) — (1, 4- bj). Demostrar que el rango de la 
suma de dos matrices no supera la suma de sus rangos. 

627. Demostrar que cualquier matriz de rango r puede repre- 
sentarse en forma de una suma de r matrices de rango 1, pero no se 
puede representar en forma de una suma inferior a 7 de semojantes 
matrices. 

628. Demostrar que si el rango de la matriz A no varía, al agre- 
garle cada una de las columnas de Ja matriz Z con la misma cantidad 
de filas, no varía tampoco al agrogacle a la matriz A todas las colum- 
nas de la matriz B. 

629*. Demostrar que si el cango de la matriz A os igual a r, el 
menor d que se encuentra en la intersección de cualesquiera » filas 
linealmente independientes y r columnas linealmente independientes 
de esta matriz, es distinto do cero. 


630*. Scan 4 una matriz cuadrada de orden » 2 1 y À una ma- 
iriz, reciproca (asociada) de la matriz A. Aclaror cómo varía el 


rongo / de la matriz À al cambiar el rango r de la matriz A4. 

631*. Demostrar que el cálculo del rango de una matriz simétrica 
se reduce al cómputo sóló*de los menores principales, 9 séa, de los 
menores que se hallan en las filas y columnas con námerós respectiva- 
mente iguales. Demostrar precisamente que: 

1) si en Ia matriz simétrica 4 de orden z exíste el menor principal 
M, de orden r, diforento de cero, para el cual todos sus menores prin- 
cipales rebordeantes de órdenes (r -- 1) y (r -- 2) son nulos, entonces 
el rango de la matriz 4 e« igual a r (si todos los menores principales 
son nulos, puede considerarse que el menor principal de orden cero 
M, es igual a la unidad y cl Loorema queda siendo válida: para 
r— n — 1 no existen menores de orden r -- 2, pero la afirmación del 
teorema es justa ya quo ol rango do A es igual à n — 1); 

2) el rango de la matriz simétrica es igua] al orden superior do los 
menores principales, distintos de cero, de dicha matriz. 

632*. Sean A una matriz simétrica de rango r y My el menor de 
orden que se encuentra en el ángulo suporior izquiordo de la ma- 
iri 4. (Consideramos que para k — 0 JM — 1). Demostrar que, 
aplicando cierta permutación de filas y la correspondiente permu- 
tación de columnas de la matriz A4, puede Jograrse que en la serio 
de menores Mf, — 1, Mi, M, .. . M, ningunos dos vecinos sean 
nnlos y AM, z&- 0, mientras que todos los menores de orden superior 
a r (si éstos existen) son iguales a cero 

633*. Demostrar que el rango de una matriz antisimótrica se 
determina por sus menores principales. A saber: 5 

1) si existe vn menor principal de orden r, distinto de cero, para 
el cual todos los menores principales que lo rebordean del orden 
r-- 2 son nulos, el rango de la matriz es igual a r; 

2) el rango de una matriz antisimétrica os igual al orden superior 
de los menores principales, distintos de cero. de dicha matriz. 
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634*. Sean A una matriz antisimétrica de rango r y M un menor 
de orden k, situado en el ángulo superior izquierdo de la matriz 4 
(M, — 1). Demostrar que, aplicando cierta permutación de filas 
y la correspondiente permutación de columnas de la matriz A, 
puede lograrse quo los menores M;, Ms, M4, .. .. M; sean distintos 
de cero y los menores Mi, Ms ..., My, y todos los menores de 
exdon superis a r (si éstos existen) son nulos. 
. Demostrar que el rango de una matriz antisimétrica es un 
nómero par. 
636. Hollar la combinación lineal 3a, -- 5a, — «; de los vectoros 


a, — (4, 1, 3, —2), a, — (1, 2, —3, 2), a, — (10, 9, 1, —3). 
637. Hallar el vector z de la ecuación 


a, -- 2a; 4- 3a, 4- x — 0, 
donde 
a, — (5, —8, —1, 2, a, — (2, —1, 4, —3), 


4, — (—8, 2, —5, 4). 
638. Hallar el vector z de la ecuación 


3(a, — 2) - 2 (a, - 2) — 5 (a5 2). 
donde 


diem 12,5, 4, 05 ape o 4; 5,40) um (s mds 


, Aclarar si los siguientes sistemas de vectores son linealmente de- 
pendientes o linealmente independientes: 


639. a, — l3 2, 8) 640. a, — (4 
f. — (3, 6, 7). a; 7 (6, 
64. a, — Q, —3, 1), — 62. ai — (5, 
a, — (9, —, 5). a, — (3, 
a, 0, —4 3). 2a, — G, 
643. a, — (à, —5, 2, 6, 644. a — (1, 
a, — (2, —2, 1, 8) a. — (0, . 4) 
4; — (6, —3, 3, 9), a5 7 (0, 0, 1, 4, 7). 
a, — (4, —1, 5, 6). a, — (2, —3, 4, 11, 12). 
47 à, —1, 5, 6) 47 Q, —3, 4, 11, 12) 


645. Si de las coordenadas de cada vector del sistema dado de 
vectores de un mismo námero de mediciones elegimos las coordena- 
das, situadas en lugares determinados (los mismos paca todos los vec- 
tores), conservando su orden, obtendremos el segundo sístema de 
vectores que se denominará acortado con relación al primer sistema. 
Mientras que este (ltimo «e denominará eziendido con relación al 
segundo. Demostrar que cualquier sistema acortado para un sistema 
de veclores linealmente dependiente es linealmente dependiente, y 
cnalquíer sistema extendido para un sistema de vectores lineal- 
mente independiente es linealmente independiente. 
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646. Demostrar que un sistema de veclores que contiene dos 
vectores iguales es linealmente dependiente. 

647. Demostrar que un sistema de vectores, cuyos dos vectores 
se diferencian por um [actor escalar es lincalmente dependiente 

648. Demostrar que el sistema de vectores que contiene vector 
nulo es linealmente dependiente. 

649. Demostrar que si una parle del sistema de vectores es lineal- 
mente dependiente, todo el sistema también es linoalmente depen- 
diente. 

650. Demostrar que cualquier parte de un sistema de vectores 
lipealmente independiente es por sí misma linealmente indepen- 
diente. 

651*. Supongamos que se da un sistema de vectores 

a, 7— (Roa nons (na) (621,2, . 85s n) 


Demostrar quesi | &jj | 2» X. | 7j |, dicho sistema de vectores es 
Hn FA U 
tz 


linealmente independiente. 

652. Demostrar que si Jos tres vectores a,. a. a; son lincalmente 
dependientes y el vector a, no se expresa linealmente a/través de los 
vectores d, y ds, estos üllimos se diferencian entre sí sólo por un 
factor numérico. 

053. Demostrar que si los vectores d,. ds, . .. €) sow lineal- 
mente independientes, y los vectores dj, ds, . . ., 4, 0 son lineal- 
mente dependientes, cl vector b se expresa linealmente a través de 
los vectores aj, Qs... 03- 

654. Usando el problema anterior, demostrar que cada uno de 
los vectores de dicho sistema se oxpresa linealmente mediante cual- 
quier subsistema linealmente independiente de ese sistema, subsis- 
tema que contiene una cantidad máxima de vectores. 

655. Demostrar que un sistema ordenado de vectores d, dg, . «4 
2. da. distintos de cero, es lincalmente independiente cnando y 
s6lo cuando ninguno de esos vectores se expresa Jinealmente median- 
te los precedentes. 

656*. Demostrar que si delante de un sistema ordenado de vec- 
tores linealmente independiente 4,. 44. .. .. d, se pone un vector 
1nás b. entonces no más de un vector del sistema obtenido so expresará 
linealmente por medio de los anteriores. 

657*. Demostrar que si los vectores d,, da, .. . 4, Son linoal- 
monte independientes y se expresan linealmente a través de los 
vectores by, b, ., b,, entonces r « s. 

658*. Se denomina base del sistema de vectores dado wn subsistema 
que posee las siguientes propiedades: 

1) este subsistema es linealmente independiente; 

2) cualquier vector de todo el sistema se expresa linealmente me- 
diante los vectores de este subsistema. 

Demostrar que: 


a) todas las bases de dicho sistema contienen la rnisma cantidad 
de vectores; 

b) e! námero de vectores de cualquier base es ol. námero máxi- 
mo de vectores lincalmente independientes del sistema dado; este 
nümero se denomina rango de dicho sistema; 

€) si dicho sistema de vectores posee cl rango r, cualesquiera r 
vectores linealmente independientes forman la base de este sistema. 

659*. Demostrar que cualquier subsistema lincalnente indepen- 
diente del sistema dado puede complelarse hasta la base de ese sis-. 
tema. 

660. Dos sistemas de vectores se denominan equivalentes si cada 
wuno de los vectores de wn sistema se expresa linealmente a través 
de los vectores del otro y viceversa. Demostrar que dos equivalentes 
sistemas linealmente independientes conlienen la misma cantidad 
de vectores. 


661. Demostrar que si los vectores d,. ds. . . ., d, Se expresan 
linealmente a travós de los vectores b, b,. . . ., b,, ed rango del 
primer sistema no supera el del sogundo 


662. Se dan los vectores: 
a, — (9, 1,0,2, 0, a; — (0, 4, 1, 8, 3). 
44 7 (0, 3, 0, 4, 0), a4, — (1. 9, 5, 7, 1). 
a, — (0, 1, 0. 5, 0) 
(Es posible elegir los nümeros vj; (i, / 


que los vectores 


(0) de modo 


b, om cado 613 e 63d nium Ot 

Cu Cai02 T Casta E C240. T Cau 
Cut. 633a 3r Casa T C340, T Cae 
7 6.0, 7r C20, E 043d3 d Cada I Cast 
Cgity Fr Caethg 7 Css T Cual. E Costs 


sean linealmente independientes? 

663. Domostrar que si, y sólo si, el vector b «e expresa lineal- 
mente mediante los vectores d, a. « a4, el rango del ültimo sis- 
tema de vectores no varía, afadiéndole el vector b. 

664*. Demostrar que: 

1) dos sistemas equivalentes de vectores tienon el mismo rango; 

2) el Lcorema inverso a la afirmación 1) es incorrecto. 

Sin embargo, es válida la afirmación: 

3) si dos sistemas de vectores tienen el mismo rango y uno de ellos 
se expresa lincalmente a travós del otro, osos sistemas son equivalen- 
tes. 

Hallar todos Jos valores de &, para los cuales el vector b se ex- 
presa linealmente mediante los vectores d, ag . . .- à. 
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7, 8), 
—. 1). 
—2, à). 
4. 2) 
8, 7), 
12, X). 
2, 669. a, — (3, 2, 6), 
4. a, — (7, 3, 9. 
6, as 7: (5, 1, 3), 
3 b — (0.2.5. 


670. Explicar las respuestas de los problemas 665—669 desde 
el punto de vista de la disposición de dichos vectores en el espacio. 

671. Utilizando el problema 657, demostrar que más de r. vec- 
tores n-dimensionales siempre son linealmente dependientes. 

672. Hallar todos los subsistemas máximos, linealmente inde- 
pendientes, del sistema de vectores: 


a, 4, n1 3, —2, a, 8, 72, 6, —4). 

a,— (à, —1, 4, —2, a, — (6, —2, 8, —4). 
Hallar todas las bases de los sistemas de voctores: 
678. a, — (1, 2, 0, 0), — 674. a, — (1, 2, 3, 4), 
a, 7 (1, 2, 8, 4), a, 7 (2, 3, 4, 5), 
a, — (3, 6, 0, 0). ag 7 (3, 4, 5, 6), 
a, — (4, 5, 6, 7). 


627. En qué caso el sistema de vectores posee base ünica? 
678. jCuántas bases tiene ol sistema de k -- 1 vectores de rango & 
que contiene vectores proporcionales, distintos de cero? 


Hallar alguna base del sistema de vectores y expresar todos los 
vectores del sistema que no entran en dicha base, mediante los vec- 
tores de la base: 


2, 
1 
4, 1, 
4 
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ap— 0, —Àh d 2. 
682*. Supongamos que se da un sistema de vectores z, 4, 


z, de una misma cantidad de dimensiones. Se denomina 
principal de relaciones lineales de dicho sistema de vectores el 
sistema de relaciones tipo 


$ -0 (i212, .... 
P [ s) 
que pose estas dos propiedades: 

à) ese sistema de relaciones es lincalmente independiente, lo que 
significa la independencia lincal del sistema de vectores 


Gi — (yy € e Vua) (613,2, .. 4 5) 


b) cualquier dependencia lineal de los vectores zy, zy. . . «Za 
es una consecuencia de las relaciones del sistema dado, es decir, si 


n — 0, el vector a — (d, &4, .. « ^4) es una combinación 
i 


zi 
ineal de los vectores q,, à;. a, Demostrar que: 
1) si ay, dg, .. zm, 6s la base de dicho sistema de vectores y 


z,— MAS gmy b r-R d, r2, .. s n, entonces uno de los siste- 
£s 
mas principales de las relaciones lineales del sistema dado de vec- 


tores será el sistema de relaciones z; -A Am 0 (om r4 ds 
r4À,..4n0y5 

2) todos los sistemas principales de relaciones lineales contienen 
el mismo nóámero de relaciones; 

3) si cierto sistema principal de relaciones lineales tiene s rela- 
ciones, cualquier sistema de s relaciones lineales linealmente inde- 
pendientes del mismo sistema de vectores es también un sistema 
principal de relaciones lineales; 


4) si el sistema de relaciones 2m; o 0 (i 1,2, ... s) 
E 
es un sistema principal de relaciones lineales entonces el sistema de 
relaciones 31,,mj 0. (i— 1, 2, ..., s) será un sistema. prin- 
"^ 


cipal de rélaciones lineales cuando, y sólo cuando, suponiendo que 
8b — (us Pues 
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donde los coeficientes y;, ; forman un determinante de orden s, dis- 
tinto de cero. 

Usando la multiplieación de las matrices, las ültimas s igual- 
dedes vectoriales pueden escribirse en forma de una igualdad ma- 
tricial 

7 CA, donde A — (x, j).a, B — (i )«s y € — Qu)» 
C es una matriz regular de orden s. 
Después de determinar el sistema principal de relaciones lineales 
para los sistemas de formas lineales como fue hecho en el problema 682 
para el sistema de vectores, hallar el sistema principal de relaciones 
lineales para el sistema de formas lineales: 
683. f,— 3z, — 3r. 4 2r, p Ar. 
f, — 22, — 2, - 325 - 
ja — 4x, — Je, — 923 — 724. 
fi mcns diz. 

684. f, — 8z, dc T4 -- Ára d- Sz. 
à — 3m 21, dur 
fj — 22, 4 32, t 22, — 
h-9xn—x-— zn 
1s — 52, E Ár, — Mz, 

685. f, — 52, -- 2z, — zs 4- Ur, d Án, 
fim ün- n, — 2n Ra d- Bn 
[a 9 Oz, Az, — 2r, -- Ar, E 78, 
f.m m, Rx, — 92, b 2r, b 4m, 


686. /, — 2x, — 3z, 4c 4x4 — 5z4. 
— 22, -- 72, — Br, 


2 


apr Mc mid E 
Tr, — Az, — 3r, e zy 
B-EUImM-E Ge lm 


688*. Supongamos que se da un sistema de formas lineales 


fj7àakn Q-1 3... 9 [n 


Tol gegondo sistema de formos linealos que dependon lineahente de- 
as formas del primer sistema 


2. ef (4, 2, ...s t. Q 


9; 


E 
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"Demostrar que el rango del sistema de formas (2) no supera el 
del sistema de formas (1). Si s — £ y el determinante le; |, di- 
fiere de cero, los rangos de ambos sistemas de formas lineales coin- 
iden. 


$ 11. Sistemas de ecuaciones lineales 


Investigar a compatibilidad y hallar la solución general y una 
particular del sistema de ecuaciones: 
689. 2x, -- Tz. -F za d- oz 
Am, - Sz, d- 22, d- za 
9a, cr, do za d Tz. — 2. 
690. 22, — 3, -- 524 -- 7m, — 1. 
4m, — 6r,-- 2z,-- 3r. — 2. 
2z— 3x, — 10r, — Dar, 


691. 3 


92, 2- 122; -- 32, -- 10r, 
692. 3z, — 5x, 4-22, 4c 4r, — 2. 
Tn 4x coz, Dr. 
Bay ^72, — áz, — Or, 
693. 22, -- 5r, — Br, — 8, 
Am, dr), — 9r, — 
22, 3n — 52 — 
zn — 
694. 3g, — 22, 4c Sr, 4- 4r, 
Oz, — Áz, -- Ara -— Ax. — 3. 
zn — 02, 4-8, e 2r — 
(95.22, — z,-F 3m — Tr, — 5. 
Oz — 34.2. x. — mo— 7. 
Án — 24, -- Mz, — 3 
690. 9z, — 3a, -- 5r, -- 6x, 
6n —2z,-F 3x coo. 
An — Qc Dx, dáz, 
697. 32, E 22, - 22, E 22,7 2. 
2x, 4- 3x, d. 22, -- 52, — 3, 
9m c ozQ- ry — Dx. 
2r c 22, 4-32, 7r áz, 
Tr cRom-Órp— zi 7. 
698. z,- cm. -F Rx, — 2z, 2p 32s 


3a, E dz, iz, — 2r. p dus 
An -e2x-Br.— md 0m — 


69. 2n — zb or 2r 
p E Enden 


700. Gz, -- Áz, -- Sra - 2z, 
— 2:nRÁz,- oxi 
3a, 22. — 2x bor. 


T0. bin E 0n — nob n 


25 e Az, He 22, — Ar d- Br 


TO. 6ncb(dnckinoR$ncbán 5 
Án t 2n mad. 2zx, d Ox, — 4, 
áz,-- 2z,-—— 3x, 2x, -R on. — 0, 
2r-Rom,- 7x ÓÓz,d- 2x — 4. 


703. Sz, 4p Gr, 4- 5, 4 27 
3r,-- 0x, P Rr.-- x, 
4r 2a. --Óna-b m. — 8. 
Anc. zie zio M5. 
Ta, e dz, -- 525 4- 2r, — 18. 


704. 


705*. Demostrar que: 

4d) cualquier sistoma de s ecuaciones lincales cou n incógnitas, 
cuya matriz formada de los coeficientes de las incógnitas posee el 
rango r, puede reducitse, cambiando la numeración de las ecuaciones 
€ incógnitas, al aspecto: 


2*5 augzob) m4. 2, Lus). (0) 
E 


que posee las propiedades 
m,— 4, mysBO. m0... mL 0, Q2) 


donde ni; es el menor de orden f que se encuentra en el ángulo supe- 
rior izquierdo de la matriz formada de los coelicientes de las incóg- 
nitas del sistema (1); 

D) el sistema. de ecuaciones (1) que posee las propiedades (2), me- 
diante una serie de restas de sus ecuaciones, multiplicadas por nü- 
meros adecuados, de las posteriores ecuaciones, puede reducirse a un 


Ei 


sistema equivalente 


Mon-d4 0-12 
&É 


que posee las propiedades: 


8) [2] 


cu ohO para " 
c0 pora je iscr, así como [7] 
paa 9r y jmd. D. so 


Si para t r - d. r-E2, ....5 d; — 0, los sistemas (3) y (1) 

son compatibles, con la particularidad de que, siendo r — n, existe 

wuna solución ünica, y para r — n hay una cantidad infinita de solu- 
ciones. 

En el üliimo caso las incógnitas independientes son zj5, ... 
ss 45. De la r-ésima ecuación z, puede expresarse mediante las 
incógnilas independientes. Después de poner esa fórmula en la (r — 
— 1)-ésima ecuación, halaremos z,., a través de las incógnilas inde- 
pendientes, etc. 

Por fin, mediante las incógnitas independientes hallaremos la 
expresión de z, a partir de la primera ecuación. 

Las iórmulas obtenidas de z, zs ... zr, mediante las incóg- 
nitas independientes z,4, .... z, representan en sí Ja solución 
general do los sistemas (3) y (1). Esto significa que para cualesquiera 
valores de las incógnitas independientes obtendremos de las expre- 
siones halladas las soluciones de los sistemas (3) y (1) y toda solución 
de estos sistemas puede obtenerse precisamente por este procedi- 
miento para los valores adecuados de las incóguitas independientes, 

Si d, «- 0 aunque sea sólo para un valor de i 2» r, los sistemas (3) 
y (1) so" incompatibles. 

Ej] método expuesto de investigación y resolución de nn sistema 
de ecuaciones lineales Heva el nombre de método de eliminación 
de las incógnitas (compárese con el problema 505) 

Haciendo uso del método de eliminación de incógnitas, indi- 
cado en el problema 705, investigar la compatibilidad y hallar la 
solución general de los sistemas de ecuaciones (si cl sistema inicial 
tiene coelicienles enteros, durante la eliminación de las incógnitas 
pueden ovitarse las fracciones): 

706. zin ox 3. 
gir or 4-22,— 2, 
25-922] 8n Fe 7. 

Bay pra, 22, 12, 
S7, -- 1242-9 4-21, — 20. 

. 422, 4- ddz, — 155 -- 232, - 272, 
16z, 2- 18z, — 22, 2- 29x, 4- 3iz, 
dz, J- 202, — 212, - 32z, 4- Álz, 
dz, 2- 122; — 1623 -- 202; -- 232, 


E 
8 
Ei 
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708. 10, -- 23x, c 17x, cb Ar, — 25, 
EE EE E vp 
25x, 2- 512. 2- 42r, d- 108r, 
302, i 692, - 512, -- 1332; 


709. 45z, — 282, -I- S4z, — 52x, 
36r, — 232, -- 2025 — 43z4 
Sz, — 2l, -- 2823 — 452, 
Alz, — 322; -- 3024 — 
212, — 19r, 4- 222, — 


710. 122, — 162; 4- 252, 
272, 4- 24z, — 3225 de iz, 
502, -- 51r — 682, -- 8s, 
34z, -- 212, — 283 -- 462, 
764. 24z, 3- Mir, -- 30x, -- 40r, -- 4lzg — 28, 
36 -- 212. -L 4$z, P Olz, d Gr, c 4d. 
Az, ^ 28r, 4-02, -- S2r, -- Br, — 58. 
60z, 4. 35z, -- 752, -- 092, - 1022, — 89. 
Investigar el sistema y hallar la solución general envfunción del 
valor del parámetro : 


712. 5z, — 8z, -- 22, -- Án m 3. 
da, —2z,--xp nod. 
8x —6n— zQ— 529, 
Ta — 35i - Tz d Tz. m. 


713. 32, -- 22, 4 9m, 4- Am — 3. 
22, dep 0n. Bn m5. 
2,— 02, — 0z; — 20r, — —11, 


4m cR x,cb Am. Am, 2. 


7A4. 22, -- zm dp or, 0n — 2 
Az, (Oz )-. d 9z, — 4. 
4m, d-dÁzr, oz. jx, 4 
2x — 3m c RÀ — 7. 


Vli ilm 4áz, — 5, 
4m — 2z-- Dx, Ox. 7, 
6r — n -L 7r - Bm. — 9. 
zr, — Ár, P 92s -- 102, — 11. 
716. 2, -- 31, 4- nim 
4e n d- Br, -- do, 
65 Miche base 
8z, d- 122, -- Tz, - Az, e 9. 
717. Àz, RUN z4— 
mpm. z.— 
zozi-Am d. 


Tn n nd oncb 


zou. 
mpcoxide Aa. -b ad, 
dy oxm.pd- zjdÓÀx, 4. 


719. d -- X) z, -- zr, 4- zs 
m, 0 Mon pns 
Qotàdc»x 
720. (1) z, cz. e zm. 
2, F1) z, box. 
3c r.c b d) zy 
Investigar los sistemas de ecuaciones y halJar la solución general 
en función de los valores de los parámetros que figuran en los coefi- 
cientes: 
721. z-F y-k z-— d, 722.az - y z-—1, 
ar by c4 d, zd4bycL i-i 
ab Dy de cta —- d. zoy-ce-d. 
(En qué caso pueden existir aquí valores nulos de algunas de las 
incógnitas? 
T2*.ar- y o:-a, 
xcby- orb 
xcoycc-c. 
Mallar Ja solución general y el sistema fundamental (o el prin- 
cipal) de soluciones para los sistemas de ecuaciones: 
UMSO 


TZ]. Az, -p 5r, 4-22, — 0, 
Az d- 724 d- Sz, — 0, 
d)-b oig Án) 
22, 4- 92, - 6, — 0. 
728. 6x, — 2z,-- 2z, -- 5e, 
9r, — 22,4- Az - 
6z, — 25- 62; 2- 7. 


Tn, 
T o9z, 


0, 
ad on -—0, 
Ba — zi hme dz. d. Ó. 


781. n "F 6r, — 22, 4- T. Dea tin 
2z,-F du. — xac Áz, d 20, 
Tr Ur, — 3s d Br. o Oz, 
Bz,-F 9r, — My z,-- 62, — 0. 
732. dz -- 4r. b z.cb2x.-k m. — 0. 
Dx, Tr.ck i.c )u,-k án, — 0 
áx -k Ox, 2zr,-b xr, 9m, — 0. 
72, d- 10x, Fx. 4-62. T Oz, — 0. 

733. Demostrar que para cualquier sistema homogéneo de ecua- 
ciones lineales de cocficientes racionalex (por ejemplo, enteros) pue- 
de construirse un sistema fundamental de nümeros enteros do solu- 
ciones (a condición de que el rango de la matriz de los coeficientes es 
inferior a! nümero de las incógnitas). 

734. Demostrar que para el sistema de ecuaciones 


eS (0 


de rango r « n cualesquiera n — r soluciones lincalmente indepen- 
dientes 
Oy Gage sn Cs 
Was Mam 
LRL 
forman un sistema fundamental de soluciones y Ja solución general 
puede representarse en la siguiente forma 


z-FEeuw -M23ics4m» 


donde &, c3, . .  €,-; Son parámetros arbitrarios. En otras pala- 
ier demostrorque para cualesquiera valores de los parámetros c, 

D. 65; las fórmulas (2) dan la solución del sistema (1) y cual- 
EUR solución del sistema (1) puede obtenerse de las fórmulas (2), 
siendo adecuados los valores de los parámetros &,. Cg. .. 4 Cn. 

Para los siguientes sistemas de ecuaciones hallar la solución 
general tipo (2) del problema anterior, en el que cada incógnita se 
da mediante una expresión lineal homogénea de los parámetros con 
coeticientes enteros: 

1785. 2x, -F z, — ázs — 0, 

452, — 72; 


4x, — 9r, — 62, 


136. 2z, — az, b hrs 4- 7r. 
— 2n cz, 5n 

1n— pom --0m o-0. 
737. à, -F 23, E Bm, -p2z, RT. 
(nr in Tes dn bz, 

i 2n pa ais 
ün-bdx)-k oz.-p dn, — làn O. 
788. 6r, — 2x, c Br dz 4 


CPRPHPMPRUA Bn 0, 
zr,  Ár, p Bx, p Dm, 4r. — 
zp— 9n — 3r — 5n — Mars 
ay Sz, -b Tz. ^P Bx, Oz, 


TÁAQ. 3z, -- ár, cp Um, 4e Or. P 6r, — 0, 
9z,-- Br, 5x,-- Oz, 92, — 0, 
Ja, or 82, e 7r, 4-302, 4- 152, — 0, 
Oz, d Or. dr Ar, cR Tx, d- 5x, — 0. 


741. Forman las filas de cada una de las matrices 
90 —24 43 —50 —$5 4 29 —» —8 
a-(* —15 8 5 1j. s-(: -12 13 j. 
4 2 9 —-20 —8 9 —15 8 5 2 
un sistema fuhdamental de soluciones para ol sistema de ecuaclones 
3a 4m, R2m-R mak 6no—0. 
52, 9n, oe Tz, den. e Tz, m 
4n — z— cac dix, 0, 
zy-eÓz, p Bz,-p 5m — dry — 0? 
742, (Cuáles filas de la matriz 


8 2 8 —2 —7 
5 3 37 —-6 —4 
8$ 0-5 68 13 
4 -2 —7 —5 —1 


forman un sistema fundamental de soluciones para el sistema de 
ecuaciones 


p 


22, —55n 3n 2n on — 0, 
52, — Sz, ^ Sz, - dm, 4 Bn, m 0, 
iy — 12s ns 22, — 0 

4n — m.-b ozycp Dx, b), S 0? 


743*. Demostrar que si en la solución general de un sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales de rango r con n incógnitas, donde r — n, 
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en lugar de las incógnitas independientes se ponen por turno los 
nümeros de cada fila de un determinanto de orden n — r, diferente 
de cero, y hallar los correspondientes valores de las demás incógnitas, 
se obtiene un sistema fundamental de soluciones, y viceversa, 
cualquier sistema fundamental de soluciones do dicho sistema 
de ecuaciones puede obtenerse, eligiendo adecuadamente el deter- 
minante de orden n — r, distinto de cero. 
744. Sean las filas de la matriz 


Sam 
PM ) 
pps 


que forman un sistema fundamental de solucionos do un sistema homo- 
góneo de ocuaciones lineales de rango r con n incógnitas (n — r -- p). 
Demostrar que las filas de la matriz 


[m 
»- yim ) 
mI 


forman también un sistema fundamental de solucioné£ del mismo 
sistoma de ecuaciones cuando, y sólo cuando, oxiste una matriz re- 
gular de orden p 


Yui Yrs e Yi 
C-lbYa mon» 
NY Ypi pp. 
tal que 
[DM (£m, 2, ous pim, 2, as B) 


Haciendo uso de la multiplicación matricial, estas igualdades pueden 
escribirse mediante una: 8 — CA. 

745. Mostrar que el problema 743 es un caso particular del pro- 
blema 744. 

746. Demostrar que si el rango de un sistema homogóneo de ecua- 
ciones lineales os inferior en una unidad a la cantidad de incógnitas, 
cualesquiera dos soluciones de cse sistema son proporcionales, es 
decir, se diferencian sólo por un factor numérico (que puede ser igual 
a cero). 

741. Usando la teoría de los sistemas homogéneos de ecuaciones 
lineales, resolver el problema 509, es decir, demostrar que si ol deter- 
minante D de orden n — 1 es nulo, los cofactores de los elementos 
correspondientes de cualesquiera dos filas (columnas) son propor- 
cionales. 

748*. Demostrar que si en un sístema homogéneo de ecuaciones 
linealos el námero de ecuaciones es inferior en una unidad a la can- 
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tidad de incógnitas, puede tomarse como solución un sistema de me- 
nores, obtenidos de la matriz de coeficientes, borrando por turno la 
primera columna, segunda, ote., con la particularidad de que esos 
menores se cogen con signos alternativos. 

Prosiguiendo, mostrar que si esta solución no es nula, cualquier 
solución se obtiene de ella, multiplicándola por cierto námero. 


"Haciendo uso del resultado anterior, hallar las soluciones genoral 
y particular de los sistemas de ecuaciones: 

149. 5z, d- Sz, -- 4r, — 0. 750. ám, — 6z, -- oz. 

6, J- 52, 2- 624 — O. Gr, — 92; -- 10r, 
751. 22, -- 32, -- Sz, -- Or, 
3m, dbz, d. zs d- Tz, 
[A 
192. Sz, — 5z, — 6, -- 3x, — 0, 
4r — zx, Br, - 2r, — 0, 
12z, — 72, — 925 -- 5r, — 0. 

753. Demostrar que para que el sistema de ecuaciones lineales 
con el nüámero de ecuaciones que supera on una unidad la cantidad 
de incógnitas sea compatible, es necesario (pero no es suficiente) 
que el determinante compuesto de todos los coeficientes de las incóg- 
nitas y los términos independientes sea nulo. Mostrar que esta con- 
dición será también suficiente si el rango de la matriz, formada de 
los coeficientes, es igual al némero de las incógnitas. 

754. Supóngamos quo se dan: un sistema de ecuaciones lineales 


[3 


2 wh (m1, 2, ..., 8. 
£f 


dos soluciones de este sistema c4, & .. « &» Y Bn De i n 
y un nümero ^. Hallar el sistema de ecuaciones lineales con los mis- 
mos coeficientes de las incógnitas, que el sistema dado, que tenga 
la solución en forma de 

a) una suma de soluciones dadas: 


[Lm 


5) un producto de la primera de las soluciones por el nümero A: 


Mas May ien Me 


755. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que bien 
la suma de dos soluciones, o bien el producto de una de ellas por e! 
nümoro À z& 1 sea de nuevo la solución del mismo sistema de ecua- 
ciones lineales. 

756. ;Para qué condiciones la combinación lineal dada de cuales- 
quiera soluciones del sistema no homogéneo dado de ecuaciones li- 
neales será de nuevo la solución de ese sistema? 
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757. (Qué valores pueden tomar las incógnitas en cualesquiera 
soluciones de un sistema compatible de ecuaciones lineales si las 
columnas de los coeficientes de las incógnitas, a excepción de la 
primera, así como la columna de los términos independientes se di- 
ferencian de dos en dos sólo por los factores numéricos? 

758. iPara qué condiciones la incógnita z, tiene un mismo valor 
en cualquier solución de un sistema compatible de ecuaciones lineales? 

759. Hallar las condiciones, necesarias y suficientes para que 
en cualquier solución de un sistema compatible de ecuaciones lineales 
la &-ésima incógnita sea nula. 

760. jPara que condiciones on la solución general del sistema de 


ecuaciones 
y darc bt—0, 
—z cnp dt e 0, 
ax cy — et — 0, 
bz-Rdy-e-0 
z y t pucden tomarse por incógnitas independientes? 
761. ;Cuántas condiciones, independientes entre sí, deben cum- 
plirse para que el sistema de s ecuaciones lineales com incógnitas 
$ea compatible y contenga r ecuaciones independientes para las cua- 


les las demás ecuaciones sean su resultado? 
762. ;Para qué condiciones el sistema de ecuaciones 


zc bye oc-Rdu -Re5 
yeen-Rducpev Jam 
z—du-ev--az 4 by 
uccv-rardby Jen 
v— az by-ez -du 


tiene solución no nula? 
763*, ;Para qué condiciones el sistema de ecuaciones lineales 
con cocficientes reales 


Az dr ay d- bz ct — 0, 
—az bM ds —gi-0, 
—bz — hy 4- àz -- ft - 0, 
—ez-F gy — fz--M —0 
tiene solución no nula? 


Aplicando la teoría de las ecuaciones lineales, resolver-los si- 
guientes problemas (se examinan sólo los sistemas cartesianos rec- 
lengulares de coordenadas): 

764. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que los 


tres puntos (z,, yj), (s, y.) Y (za, 5) se encuentren en una mísma 
recta. 
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765. Escribir la ecuación de una recta que pase a través de dos 
puntos (z,, yy) y (ze Uy). 
766. Hallar las condiciones mecesarias y suficientes para que 


las tres rectas 
ay dr by d 6 0, 
gx p bay A cs 0, 
az bap des 
atraviesen un mismo punto. 


767. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para quo m 


puntos del plano (zi Ji), (rg Vi). - e (re. Uo) se encuentren en 
una recta. 


768. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
rectas en el plano 
aymcbbya-0 


ser nu 


s dr doen 


pasen a través de un mismo punto. 

769. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que los 
cuatro planos (zi, yi), (za, V)» (za, Vs). (zi, y4) que no yacen en una 
misma récta, se encuentren en una misma circunferencia. 

770. Escribir la ecuación de wna circunferencia que pasa por tres 
juste (zy. is (za. Va). (zs. y9) quo no yacon en una misma recta. 

. Escribir là ecuación de una circunferencia que pasa por tres 
EEG "(, 2), (, —2), 0, —1) y hallar su centro y radio. 

772*. Demostrar que la circunferencia que pasa por tres puntos 
con coordénadas racionales, tiene su centro en un punto tambión 
con coordenadas racionales. 


718. Escribir la ecuación de una curva de segundo orden que 
atraviesa cinco puntos: 


[EE 

774. Hallar la ecuación y definir la forma de la curva de segundo 

orden que pasa por cinco puntos: 
b] 2 2 

(3, 9, (—8, 9, (5.65), (5 —0 3). (75-95). 

775. Escribir la ecuación y definir la posición y las dimensiones 
de la curva de segundo orden que atraviesa cinco puntos: 

(0, 1), (222, 0), (2-1, —1). 


776. Hallar la condición necesaria y suficiente para que los 


cuatro puntos (z, Vs Z). (Tas Vs 22) (rss Ves 23) Y (mas Vas za) 
estón en un mismo plano. 
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777. Escribir !a ecuación de un plano que atraviesa tres puntos 
(4, 4, 1), Q, 3, —1, (, —1, —1). 


718. Hallar las condiciones necesarias y suficiontes para quo los 
cuatro planos 


az bap dr eui d d, 0, 
aypcbob dez d, — 0, 
asr b byy or es2 d d, — 0, 
aamcdbay dfc d(-0 


pasen por un mismo punto. 

779. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que n 
planos ajz -- by d- ci 4- d, — 0 (i — 1, 2, ..., n) pasen por una 
misma línea, sin unirse en un plano. 

780. Escribir la ecuación de wna esfera que pasa porcuatro pun- 
108 (zi Up Zu) (fes Jas fh (te Ua 23) (ra Va. Z4) que no están 
en un mismo plano. 

781. Escribir la ecuación y hallar cl centro y el radio de la esfera 

ue pasa por los puntos: (f, 4, 1) (i, 1, —10, (1, —1, 1), 
—1, 0, 0). $, 

782. iQué sistema de ecuaciones linenles prelija -tres divorsas 
rectas en un plano que pasan a través de un punto? 

783. (Qué sistema de ecuaciones lineales prefija tres rectas en 
el plano que forman un triángulo? 

784. (Qué sistema de ecuaciones lineales prefija tres planos del 
espacio que no poseen puntos comunes pero se intersecan de dos 
en dos? 

785. ;Qué sistema de ecuaciones lineales prefija cuatro planos 
en el espacio que forman un tetraedro? 

786. Sefalar la interpretación geométrica de un sistema de cuatro 
ecuaciones lineales con tres incógnitas en el cual los rangos de todas 
las matrices, formadas de los coeficientes de las incógnitas de las 
tres ecuaciones y el rango de la matriz ampliada son iguales a tres? 

787. Examinar todos los casos posibles que se encuentran al 
resolver los sistomas de ecuaciones lineales con dos y tres incógnitas, 
y en cada caso dar Ja interpretación geométrica de dicho sistema de 
ecuaciones. 
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MATRICES Y FORMAS CUADRÁTICAS 


$ 12. Operaciones con las matrices 
Calcular los productos de las matrices: 
788. (3 —2). (34 789. (a (« p. 
($4): ($3)- Ca 


790. /4 —3 4 (256 791. (58 — (3 25 
( zii. (55 z5( 4) 
—53/ M 3 2, 47—38) V9 65, 

9 


70 & ad 27 —18 49 
(s 26 DTE E! -5). 
44 5o — 14, 8 2 1 


798. 1 —W (7 —284 
( 4 (5 03 ;j 
-— ] 5 Aseo] 

—1i6 —it —i5  14/ V2 298 


Calcular las expresiones: 
799. ü Lu 800. 
3 " 


802. [mo * 
sena cns d. 


803. / [2 
^ 


donde los ceros significan que todos los elementos de la matriz que 
se encuentran fuera de la diagonal principal son nulos. 


804. xd 
GAY 9 
806. yit SU. qtion 2i 
tn 0110 
00 0011 * 
009.4 0000... 01 


(ol orden de dicha matriz es igual a zn). 


808. Caleular (27,2), utilizando la igualdad 


Qu- 60630: -3- 


4 8 -- 
809. Calcular (s 8 zy » utilizando la igualdad *f 


43-—3 181 100 0 2—1 
(is z)- (539 (9)( i-4 z. 
44 —8 342/N001/N—2 —8. 4 

810. Demostrar que sí para las matrices 4 y B ambos productos 
AB y BA existen con la particularidad de que AB — 24, las ma- 
trices 4 y B son cuadradas y tienen el mismo orden, 

811. ;Cómo cambia el producto AB de las matrices A y B si: 

a) se permutan las i-ésima y j-ésima filas de la matriz A? 

b) ala i-ésima fila dela matriz 4 se le afiade Ja J-ósima fila multi- 
plicada por el nümero c? 

c) se permutan las i-ésima y J-éósima columnas de la matriz 4? 

d) a la i-ésima columna de la matriz E se le aüade la J-ósima co- 
lumna multiplicada por e! nümero c? 

812. Haciendo uso del problema anterior y de la constancia dol 
rango durante las transformaciones elementales (véase el proble- 
ma 615), demostrar que el rango del producto de dos matrices no 
supera el rango de cada uno de los factores. 

813. Demostrar que el rango del producto de varias matrices 
no supera el rango de cada una de las matrices que se multiplican. 

814. Se denomina «huella» de una matriz cuadrada la 3umia de 
elementos que están en la diagonal principal. Demostrar que la hüo- 
Ma do AB es igual a la de BA. 

815. Demostrar que si 4 y B son matrices cuadradas de un mismo 
orden con la particularidad de que AB 5 BA, entonces: 
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2) (4 4- BY ge A* -- 24B 4- B*: 
Y) (4 4- B) (4 — B) - A* — B*. 
816. Demostrar que si AB — DA, entonces 


(A-k- BJ — A^ 4- nA AB 4- 07D. anco i, iae po. 


Aquí A y B son matrices cuadradas del mismo orden. 

817. Demostrar que cualquier matriz cuadrada 4 pucde repre- 
sentarse, sólo de un modo ünico, en forma de 4 — 2 -- C, donde B 
es una matriz simétrica y C, antisimétrica. 

818. Las matrices A y E se denominan conmutativas si AB — BA. 
La matriz cuadrada 4 se llama escalar si todos sus elementos que se 
encuentzan fuera de la diagonal principal, son nulos, y los elementos 
de la diagonal principal son iguales entre sí, o sea, si 4 — cE, donde c 
es un nümero y Z os la matriz unidad. Demostrar la afirmación: 
para que la matriz cuadrada A sea conmutativa con todas las matrices 
cuadradas del mismo orden, es necesario y suficiente que la matriz A 
sea escalar. 

819. La matriz cuadrada se denomina diagonal si todos sus ele- 
mentos que están Íuera de la diagonal principal son nulos. Demostrar 
la afirmación: para quo la matriz cuadrada A4 sea conmutativa con 
todas las matrices diagonales es necesario y suficiente que la propia 
matriz A seo diagonal. 

820. Demostrar que si 4 es una matriz diagonal y todos los ele- 
mentos de su diagonal principal se diferencian entre sí, cualquier 
matriz, conmutativa con A, tambión es diagonal. 

821. Demostrar que al multiplicar la matriz A a la izquierda por 
ups mattjz diagonal D — (A, A, .. ., ^), se origina la multi- 
plicaciót de las filas de 4 por A, As, ... ., As, respectivamente, y al 
multiplicar a la derecha 4 por D, se origina una variación análoga 
de Jas columnas. 

Hallar todas las matrices, conmutativas con la matriz: 


822. ü 1) 823. (5 0) 824. (310 

34/* —2]* 031]. 

n 0 8, 
825. (04 n 0 
0010 
9001]* 
0000. 


826. Hallar todos los námeros c que, al multiplicar la matriz 
regular A por los mismos, no cambian su determinante. 
827. Hallar el valor del polinomio f (z) — 3z* — 2z -- 5 de la 


matriz 
1—23 
-(: -—4 j. 
3 —5 2, 


404 


828. Hallar el valor del polinomio f (z) — 2? — 7z* -- 13z — 5 


de la matriz 
$2—9 
i 3 É 
22-1 


829. Demostrar que la matriz Ae (7 $) satisface la ecuación 


2! — (ab d)z ad — bc — 


830*. Demostrar que para cualquier matriz cuadrada A4 existe 
un polinomio / (z), distinto de cero y tal que f (4) — 0, con la parti- 
cularidad de que todo polinomio de este tipo se divide por uno de 
ellos que se detormina unívocamente por la condición do que su coe- 
ficiente mayor es igual a la unidad (éste se denomina polinomio mí- 
nimo de la matriz A). 

831*. Demostrar que la igualdad AB — DA — E no se cumple 
para ninguna de las semojantes matrices A y B. 

832. Hallar todas las matrices de segundo orden, cuyo cuadrado: 
es igual a la matriz nula, 

833*. Sean 4 una matriz de segundo orden y /; un mijmoro entero 
superior a dos. Demostrar que A^ — 0 si, y sólo si, A*; 0. 

834. Hallar todas las matrices do segundo orden, cuyos cuadra- 
dos son iguales a la matriz unidad. 

835. Investigar la ecuación AX -- 0, dondo A es la matriz dada 
de segundo orden y X es la buscada del mismo orden. 

Hallar las matrices inversas para las siguientes matrices: 

836. ( 2 837. (24 838. (u 

34]. 51) cd 


839. (putas 849. /2 5 7 
sna coa]* ( 3 j. 
5 —2 —8, 
Bá. (3-4 5 842. /27 9 843. (1 2 
2-3 jJ. (23. ( 12. 
3 —5 —1 4 5 8, 2—2 4 
844. (11 1 1 845. A2? 
EI 23 
-4 ac] 11 
4-1 —1 1 10 
846. 847. f4 
D 
3 o 
090... 4 900... 1 
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848. 849. 


1 
a 
0 


58-0 


LI 
[] 
1 

a 


2226 
oooco 


0 
[] 
[] 
[] 


e 
0909... 21 
(ol orden do !a matriz es n4). 


859. 
851. * 852. 
853. ia 4 
55. 1 
3 H 
1 . 
; bap : 


856. Mostrar que el cáloulo de la matriz inversa de la dada de 
orden n puede reducirse a la solución de m sistemas de ecuacionos 
lineales, cada uno de los cuales contiene n ecuaciones con n incógni- 
ias y en calidad de la matriz de los coeficientes de las incógnitas 
tiene a matriz 4. 

Utilizando ol método del: problema 856, hallar las matrices in- 
versas para las siguientes matrices: 


857. (33 —4 —9 858*. 
( 84. j 
& " 


54 2 1 
23 3 


"od 
a-F(n— tem, 


a-(n—i)h a ah Fe 9h eb 


859. ( a ah a-F2h 
wA bI alah 


B 
106 


860*. D 
ea 
she) 


.ocgn) , 


Pam 
donde e cos C -- isen T. 


Resolver las ecuaciones matriciales: 


en. (12). - (19). 
wo. (52) (52 


1 2—8 
864. ( 2 -i)x- 
2—1 0 


5 38 1 
865. x( 1—8 A) 
—5 2 1 
2 —31 97 
866. ( -5 )os(t 1 
11 
2-8 23 
807. )x- (16) 


s. (12) - (11). 


000... 1 000... 1 

872. (Cómo varía la matriz inversa A-' si en la matriz A dada: 

a) so pormutan la i-ósima y /-ésima filas? 

b) la :-ésima fila se multiplica por el námero c, distinto de cero? 

c) à la i-éósima [ila se le afade la f-ésima, multiplicada por ol 
námero c o se efectáa una transformación análoga de las columnas? 

873. Una matriz cuadrada de nümoros enteros se denomina uní- 
modular si su determinante es igual a --1. Demostrar que la matriz 
de námeros enteros tieno una matriz inversa de nümeros enteros 
cuando, y sólo cuando, la matriz dada es unimodular. 

874. Demostrar que la ecuación matricial AX - P es resolublo 
si, y sólo si, el rango de la matriz A es igual al de la matriz (4, 5) 
que se obtiene de A4, afiadiendole a la derecha la matriz B. 

875. Mostrar que la ecuación matricial AX — 0, donde A es 
vna matriz Sosdradt. tiene la solución no nula cuando, y sólo cuan- 
do, |A | 2 0. 


407 


876. Sean A y B matrices rogulares de un mismo orden. Mostrar 
que las cuatro igualdades: 


AB — BA, AB- — B-A,. A7B — BA, 
ABA — paa 
son equivalentes entre sí. 

7. Sean A una matriz cuadrada y / (z) y g (z) cualesquiera po- 
linomios. Mostrar que las matrices f (A) y g (A) son conmutatives, 
o sea, f (4) £(4) — £ (0 f (4). 

878. Sean A una matriz cuadrada y r (z) — : Z). vna función 


racional con respecto a z. Mostrar que el valor r (A) de la función 
r (z) para z — A se determina unívocamente si, y sólo si, | £g (4) | 
7*0. 


879. Hallar la matriz 4-!, inversa de la matriz A — (ov 


donde E, y E, son matrices unidades de órdenes k y I, respectiva- 
mente, Ü és una matriz (k, J) arbitraria (o sea, una matriz de I filas 
y l columnas), mientras que todos los demás elementos son nulos. 

880. Se denomina k-ésima serie antisimétrica de orden n Ya matriz 
cuadrada H, — (fh,j) de orden n, cuyos elementos se determinan me- 
diante las igualdades 


ha — (4 para j — (— kj (k — x1, z2, LL (n — 1). 
(0 para j — t5 k 


Mostcar que Ht — Hy, Hh, — Hs, Si k 1,2, . n — di Him HS 
-—Q, si kn. 

S81. iCómo varía la matriz 4 al multiplicarla a la izquierda o a 
la derechà por la matriz 7, o H., del problema anterior? 

882. Mostrar que la operación de transponer una matriz posee 
las propicdades: 


I 2) (4 d- BY — A' -- B'5. b) (ABY — B'A^5 
€) (cA) — cA; 4) (47 — (77, 

donde c es un námero y A y B son matrices. 

883. Demostrar que si A y P son matrices cuadradas simétricas 
del mismo orden, la matriz C — ABAB ... ABA es simétrica. 

884. Mostrar que: 

2) una matriz inversa de una simótrica regular es simétrica; 

b) una matriz inversa do una antisimétrica regular es antisimé- 
trica. 

BB5. Mostrar que para cuolquier matriz B la matriz 4 & BB' 
es simétrica. 

886. Sea A* — À' la matriz obtenida do A, transponiéndola y 
sustiLuyendo todos los elementos por nümeros complejos conjugados. 
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Mostrar que: 
3) (4 - B* — A* c B*5. V) (4B)* — B*A*; 
c) (cA)* —cA*; d) (47)* — (4*)", 


donde c es un námero y 4 y B son matrices, sobre las cuales se efec- 
tüa la correspondiente operación. 

887. La matriz A se denomina Aermifiana si A* — A. Mostrar 
que para cualquier matriz B con elementos reales o complejos la 
matriz 4 — B-B* es hermitiana. 

888. Mostrar que el producto de dos matrices simótricas será 
wma matriz simótrica cuando, y sólo cuando, dichas matrices son 
conmutativas. 

889. Mostrar que el producto de dos matrices anlisimétricas 
será una matriz simétrica si, y sólo si, las matrices dadas son conmu- 
tativas, 

890*. Demostrar que el producto de dos matrices antisimétricas A 
y B será una matriz antisimétrica cuando, y sólo cuando, AB — —BA. 

Citar algunos ejemplos de matrices antisimétricas quo satis- 
Ófacen la condición AB —,—BA. 

801. La matriz cuadrada A — (a,j) de orden n se danemina orto- 
gonal si AA' — E, donde £ es una matriz unidad. Mostrar quo para 
que la matriz cuadrada A sea ortogonal es necesario y suficiente cual- 
quiera de las siguientes condicionos: ' 

à) las columnas de A forman un sistema ortonormalizado, es decir, 


4,04; — 015. 
2, ida; — 915 


donde 6j, es el símbolo de Kronecker que significa 1 para i — / y O 
para i55 J; 
b)las filas de 4 forman un sistema ortonormalizado, o sea, 


yd y m 01). 
à ik jy 7 94). 


892. Lo matriz cuadrada A. — (aij) de orden n con elementos com- 
plejos o reales se denomina unitaria si AA* — E (ol sentido de la 
designación de A* es el mismo que on el problema 886). Mostrar que 
para que la matriz cuadrada A sea unitaria os necesario y suficiente 
cualquiera de las siguientes condiciones: 


a) 2 ay m 
^et (8, es el símbolo de Kronecker). 


9) 2 ana mh 


893. Demostrar que el determinante de una matriz ortogonal 
es igual a 2-1. 

804. Demostrar que el determinante de una matriz unitaria es 
igual, segün el módulo, a la unidad. 

805. Demostrar que si la matriz ortogonal A tiene en la diagonal 
principal células cuadradas A,, As, .. . 4, y coros por un lado de 
esas célula, entonces todos los elementos por otro lado de ellas tam- 
bién 8on nulos y todas las matrices A,, As. . . ., 4, son ortogonales. 

896. Demostrar que para que la matriz cuadrada A sea ortogonal 
es necesario y suficiente que su determinante sea igual a --1 y cada 
uno de sus olementos sea igual a su cofactor, tomado con su signo 
si | A | — 4 y con el signo opuesto, si | A | —- —1. 

897*. Demostrar que la matriz cuadrada real A4 de orden nz» 8 
será ortogonal si cada uno de sus elementos es igual a su cofactor y 
por lo menos uno de sus elementos es distinto de cero. 

898*. Demostrar que la matriz cuadrada real A de orden n 22 3 
será ortogonal si cada uno de sus elementos es igual a su cofactor 
tomado con signo opuesto, y por lo menos uno de sus elementos se 
diferencia de cero. 

899*. Demostrar que la suma de los cuadrados de todos los me- 
nores de segundo orden que yacen en dos filas (o columnas) de una 
matriz ortogonal, es igual a la unidad. 

900*. Demostrar que la suma de los cuadrados de los módulos 
de todos los menores de segundo orden que yacen en dos filas (o co- 
lumnas) de una matriz unitaria, es igual a la unidad. 

901*. Demostrar que la suma de los cuadrados de todos los 
menores de orden k que yacen en cualesquiera A filas (columnas) 
de una matriz ortogonal, es igual a la unidad. 

902*. Demostrar que la suma de los cuadrados de los módulos 
de todos los menores de orden que yacen en cualesquiera k filas 
(columnas) do una matriz unitaria, es igual a la unidad. 

903*. Demostrar que un menor de cualquier orden de una matriz 
ortogonal 4 es igual a su cofactor tomado con su signo si | A | — 1 
y con signo opuesto si | A |  —1. 

904*. Sean A una matriz unitaria, M su menor de cualquier or- 
den, M4 el cofactor del menor M en la matriz A. Demostrar que 
M4 — |A |- M, donde M es un námero conjugado con M. 

'905. iEn qué condiciones la matriz diagonal será ortogonal? 

906. ;En qué condiciones la matriz diagonal será unitaria? 

907. Comprobar que cualquiera de las tres propiedades de la 
matriz cuadrada: la de ser real, ortogonal y unitaria, se desprenden 
de Jas otras dos. 

908. Una matriz cuadrada / se denomina involutiva si I? — E. 
Mostrar que cada una de las tres propiedades de la matriz cuadrada: 
la de ser simátrica, ortogonal e involutiva, se desprende de las otras 
dos. 
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909. Comprobar que las matrices 
a)( 1/8 —28 —2/0v — b) (Q2 4/2 4/2 4 
( 23 4/8 EJ f 12 —1i2 s 


2/3 —2/8 1/8, i —12 1i —4m 
4/2 —i2 —i — AI 
poseen todas las tres propiedades del problema anterior. 

910. La matriz cuadrada P se denomina idempotente si P? — P. 
Mostrar que si P es idempotente, / — 2P — E es involvtiva, y vice- 
versa, si / es involutiva, P — !/, (/ 4- E) es idempotento. 

911. Demostrar que: 

2) el producto de dos matrices ortogonales será una matriz orto- 

onal; 
e b) la matriz inversa de la matriz ortogonal es ortogonal. 

912. Demostrar que: 

8) el producto de dos matrices unitarias será una matriz unita- 
ria; 

b) vna matriz, inversa de la matriz unitaria, es unitaria. 

913*. Al menor de la matriz 4 el cual se encuentra en la inter- 
sección de las filas con nümeros l, i, . . ., i y las columnas con 


mümeros/,, Jj ... Jp lo designaremos por A (fu&" "je 


Demostrar la validez de la siguiente expresión do los menores dol 
producto C — AJ dc dos matrices mediante los menores de las matri- 
ces que se multiplican: 


e(h hs "y 
Bi fis een Ip 
[E Li Lu 
- 2 A (1 Ip) g (i ^ 
xci iip 5 4 : 
hm umi fh damp 


si p no supera ni la cantidad de columnas de la matriz 4, ni la can- 
tidad de filas de la matriz B. En caso controrio, todos los monores 
de orden p de la matriz C son nulos. 

914. Utilizondo el problema anterior demostrar quo el rango del 
producto de dos matrices no supera el rango de cada uno de los fac- 
tores. 

915*. Demostrar quo a] multiplicar la matriz A a Ia izquierda 0 a 
la derecha por una matriz rogular, su rango no varía. 

916. El menor que está en la intersección de las filas y columnas 
con los mismos námeros se denomina menor principal de la matriz 4. 
Mostrar que si todos los elementos de la matriz B son reales, todos 
los menores principales de A — JB' son no negativos. — 

917. Mostrar que para cualquier matriz Z con elementos"reales 
0 complejos todos los menores principales de la matriz 4 — BB* 
son no negativos. Aquí B* — B'. 

918. Mostrar que si en las designaciones del problema anterior 
A - BB*, el rango do 4 es igual al rango de B. 


E] 


919. Demostrar que la suma de los menores principales de orden & 
de la matriz AA' es igual a la suma de los cuadrados do todos los 
menores de orden k de la matriz A. 

920*, Demostrar que para cualesquiera matrices cuadradas A4 
y B de orden n la suma de todos los menorcs principales de dicho 
Orden k (I « ic «x n) es igual para las matrices AB y B4. 

921*. Sean A una matriz real de orden n, B y C las matrices de 
las primeras k columnas y las ültimas n — & de A4. Demostrar que 
14? | & | BB |-(C'C |. 

922*. Sea A — (D, C) una matriz real (el sentido del símbolo 
(B, 9. se da en el problema 874). Demostrar que | A'A | « | B'B |x 
x 1C'C |. 

923*. Sen A — (aj) una matriz cuadrada real de orden n. De- 
mostrar la desigualdad de Hodamard: 


ies 
1A f D] 2 at. 
aci i 


924*. Demostrar quo para cualquier matriz rectangular roal 
A — (aij) de n filas y m columnas se cumple la dosigualdad 


EUPES 


925*. Sea A — (B, C) una matriz de olementos complejos. De- 
mostrar quo | A*-À |  1B*-B |-|C*-C |. 

926* Sea A - (a,j) una matriz cuadrada de orden n de elementos 
complejos que no superan, segán el módulo, el nümoro M. Demostrar 
que el módulo del determinante | 4 | no supera A? «n^», con Ja par- 
tieularidad de que esta estimación es precisa. 

927*. Mostrar que cada una de las transformaciones elementales 
e la matriz A, es decir, la transformación de uno de los siguientes 
tipos: 

2) permutación de dos filas (columnas); 

b) multiplicación de una fila (columna) por un nümero c dife- 
onte de cero; 

c) adición de una fila (columna) multiplicada por cualquier níü- 
mero e, a otra fila (columna); puede obtenerse multiplicando la matriz 
A a la izquierda por cierta matriz singular P con el fin de transformar 
las filas, y a la derecha para transformar las columnas. Hallar el 
aspecto de esas matrices. 

928*. Una matriz cuadrada se denomina triangular si todos sus 
elementos que están por un lado de la diagonal principal, son nulos. 
Mostrar quo cualquier matriz cuadrada puede representarse en forma 
de un producto de varias matrices triangulares. 

929* Mostrar que cualquier matriz A de rango r puedo reprc- 
sentarse en forma de un producto 4 — PRQ, donde P y Q son matrices 
regulares y A es una matriz rectangular de las mismas dimensiones 
que A, en cuya diagonal principal los primeros r elementos son igua- 


i2 


les a la unidad, mientras que todos los demás elementos son nulos. 

930*. Sean A una matriz de dimensiones m X n y de rango r, 
P — (pj) una matriz de dimensiones s X m, en la cual py — p 
—...- pa — 1, y todos los demás elementos son ceros, Q 

una matriz de dimensiones n X f, en la cual q, — 4,5 — 

-... — qu — 1 y todos los demás elementos son coros. Demostrar 
las desigualdades: 

a) el rango de PA Ze k pr — m 

b) el rango de AQ o» 1 r — m; 

c) el rango de PÁAQ z» k -- Lr — m — n. 

931* Designemos cf cango de la matriz 4 por r4. Demostrar que 
para el rango del producto AB de dos matrices cuadradas A y B. 
de orden n tione Jugar la siguiente desigualdad: 


TA Ts —nErAs Xra. rg (desigualdad de Sylvester). 


932. Mostrar que para el rango del producto AZ de las matrices 
rectangulares A y 5 tiene lugar la desigualdad de Sylvoster del 
problema anterior a condición de que n significa el nümero de colum- 
nas de la matriz A y ol námoro de filas de la matriz JB. 

933*. Mostrar que cualquier mateiz regular A puélfe reducirse 
a una matriz unidad £ mediante las transformaciones clemontales 
sólo de las filas (o sólo de las columnas). Si las transtormaciones elo- 
mentales que se ejecutaron sobre 4, se aplican en el mismo orden'a la 
matriz unitaria Z, obtendremos como resultado una matriz A-', 
inversa de A. 


Utilizando el método del problema anterior, hallar las matrices 
inversas para las siguientes matrices (para comodidad do los cálculos, 
aiiadir a dicha matriz A a la derecha una matriz unidad y efectuar las 
transformaciones elementales de las filas que reducen A4 a Z, sobre 
las filas de toda la matriz escrita): 


934. (12 —1 —2 935. (013 936. (001 —t 
38 0—4 (33). 031 4 
B. T3. 357. 276 —1]* 
38 —1-—90 122 —1 


937. Haciendo uso del método del problema 933, hallar las ma- 
trices inversas para las matrices de los problemas 844, 846, 848, 849, 


938*. Demostrar la afirmación: 


Para que ln matriz 4 de m filas y n columnas tenga el rango igual 
2 lo unidad, es necesario y suficiente que 4 se represonto en-forma de 
A — BC, donde B es una columna no nula de longitud m, C la fila 
no nula de longitud n. 


939* Demostrar la afirmaci 


Para que la matriz A de m filas y n columnas tenga ol rango r, 
es necesario y suficiente que A se represente de la siguiente forma: 
A — BC, donde P es la matriz de m. filas y r columnas linealmento 


se-one E 


independientes y C, una matriz de r filas linealmente independientes 
y n columnas. 

940. Mostrar que si 4 y B son matrices cuadradas de orden n 
y AB — 0, entonces r4 -- rg «n, con la particularídad de que 
para cualquier matriz dada A puede elegirso la matriz B de modo que 
Seà r4 -- Tg — k, donde E es cualquier nümero entero que satisface 
la condición r4 « k « n. 

941*. Mostrar que si A es una matriz cuadrada de orden n, para 
la cual A? — E, entonces r g. 4 -- rg-A — n. 

942. Dos matrices de nümeros enteros se denominan equivalentes 
si do una de ellas se puede pasar a la otra mediante unas transtorma- 
ciones elementales de nümeros enteros, es decir, mediante transfor- 
maciones de los siguientes tipos: 

a) permutación de dos fila: 

b) multiplicación de una fila por —1; 

c) adición de una fila multiplicada por un nümero entero c a 
otra, y transformaciones análogas para las columnas. Demostrar que 
Jas matrices A y 2 son equivalentes cuando, y sólo cuando, 8 — PAQ, 
donde P y Qson matrices unimodulares cuadradas de nümeros enteros. 

943*. Una matriz rectangular de nümeros enteros A se denomina 
normal si sus elementos aj, das, . .  d,, son positivos, a;, se divide 
por aii. ii (1, 3, ..., r) y los elementos restantes son nulos. 
Mostrar que cada matriz de námeros enteros es equivalente a una, 
y sólo a una, matriz normal; en otras palabras, cada clase de matrices 
de nümeros enteros, equivalentes entre sí, tiene una matriz normal 
y, además, sólo una. 

, 944*. Derostrar quo cada matriz regular de nüimeros enteros 4 
puede ropresentarse en forma de A — PA, donde P es una matriz 
unimodular de nümeros enteros y R, una matriz triangular de ná- 
meros enteros, cuyos elementos en la diagonal principal son posi- 
tivos, más abajo de ésta son nulos y más arriba de ella son no nega- 
livos y menores que los elementos dé-la diagonal principal de la 
misma columna, con la particularidad de que dicha representación 
es ünica. 

945*. Demostrar que la matriz cuadrada 4 de orden n y rango 
r puede representarse en forma de 4 — PA, donde P os una matriz 
régular y A, una matriz triangular, en la cual los primeros r elemen- 
tos de la diagonal principal son iguales a la unidad y todos los ele- 
mentos que se hallan más abajo de la diagonal principal y todos los 
elementos de las ültimas 2 — r filas son nulos. 

946*. Una matriz cuadrada se denomina superior (inferior) tri- 
angular si todos sus elementos que se encuentran más abajo (respec- 
tivamente, más arriba) de la diagonal principal, son nulos. Mostrar 
que as siguientes operaciones: adición de dos matrices, multiplica- 
ción de yna matriz por un nüámero, multiplicación de dos matrices 
y paso a la matriz inversa para una matriz regular, aplicadas a las 
matrices superiores (inferiores) triangulares conducen de nuevo a 
cma matriz superior (inferior) triangular. 
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947. Una matriz cuadrada se denomina nilpotente si algán grado 
de ella es igual a cero. El mínimo nümero positivo entero k, para el 
cual A* — 0, se denomina índice del carácter nilpotente de la matriz A. 
Mostrar que la matriz triangular es nilpotente si, y sólo si, todos los 
elementos de la diagonal principal son nulos, y el índice del carácter 
nilpotente de la matriz triangular no supera su orden. 

948. Mostrar que la matriz inversa Z — (bj) para una matriz 
regular triangular supetior (inferior) A4 — (a,,) de orden n será de 
nuevo una mateiz triangulor superior (inferior), con la particulari- 
dad de que los elementos de la diagonal principal de la matriz 5 


se determinan mediante las igualdades: bj, — En (614,2, ..., n) 


y Jos demás elementos se encuentran de las relaciones recurrentes; 


3) para los elementos de la i-ósima fila de la matriz triangular 
superior 


bam —EL. Ó (k—i-dQi2,.2,.n5 


b) para los elementos de la A-ésima columna de la yytriz trían- 
gular inferior 


t 
— 3 auto 
& 

au 


bu (mm ki, ko 2, ..u n). 


Es cómodo utilizar estas fórmulas para calcular las matrices in- 
versas de las triangulares. 


949*. Sea A una matriz cuadrada de orden n y rango r con la 
particularidad de que 


d,—A (b » Sis i)-9 (—14,2,.... 0. (a 


Demostrar que para estas condiciones la matriz 4 pucde repre- 
sentarse en forma de un producto 


A - BC, Q 


dondo B — (b,j) es una matriz triangular inferior y C e (c,j), una 
matriz triangular superior (la dofinición do las matrices triangularos 
inferior y superior se ha dado en el problema 946). 

A los primeros r elemontos diagonales de las matrices B y C se 
les puede dar cualesquiera valores que satisfacon las condiciones 


bystia m geh (1,2, ... ri do d). 3» 

Dados los primeros r elementos diagonales de las matrices B. 

y € se determinan unívocamente los demás elementos de las primeras 
7 columnas de la matriz B y las primeras r filas de la matriz C, con 
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la particularidad de que esos elementos se dan por las fórmulas 


[o] 


(—k-Líkr2 )nmk-—i2 ...r). 

Én caso de r — n en las ültimas n — r columnas de la matriz B 
todos los elementos pueden tomarse iguales a cero y en las ültimas 
n — r filas de la matriz C los elementos pueden tomarse arbitrarios, 
0, viceversa, en las ültimas n — r columnas de la matriz B, conside- 
rarse arbitrarios y en las ültimas n — r filas de la matriz C todos los 
elementos pueden tomarse iguales a cero. 

Los elementos arbitrarios no infringen la igualdad (2). Se les 
puede elegir de modo que se conserve el aspecto triangular do las 
matrices B y C. 

950. Mostrar que la representación (2) del problema anterior puo- 
de hallarse del siguiente modo: los primeros r elementos en !a dia- 
gonal principal de las matrices 2 y C se eligen do modo arbitrari pero 
dehen satisfacer las condiciones (3) y los demás elementos de las pri- 
meras r columnas de B y las primeras r filas de C se calculan con ayu- 
da de las relaciones recurrentes: 

me 
44 — $2] bijej 


m —R— (mk 1 ke 2, Ln km4,2, Ls rs 


Wm — MÀ R——  (-URA UR, eu mim 3 eus r). 


Estas fórmulas pormiten hallar al principio la primera columna 
de P y la primera fila de C, luego, en general, sabiendo las k — 1 
columnas de B y las /: — 1 filas de C, hallar la &-ésima columna de 
y la k-ésima fila de C. 

951*. Demostrar que cualquier matriz simétrica 4 — (a;j) de 
orden n y rango r que satistace las condiciones (1) del problema 
949, puede representarse en forma de A — BB', dondo B es la matriz 
triangular inforior, cuyos elementos de las áltimas n — r columnas 
son nulos, y los elementos de las primeras r columnas se determinan 
mediante Jas fórmulas 

d, hok cy 
4 2 e k—lk 

V dyidy-i 

952. La matriz A se denomina celular (o en blogues) si sus ele- 
mentos están distribuidos mediante una o varias líneas horizontales 
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[ES (t— E, kd, iss ni bm 2, Luar). 


y verticales por las células (bloques) rectangulares. Estas cólulas las 
üesignaremos por 4,;, donde i es el nümero de la fila celular y J. 
el nümero de la columna celular. Mostrar que la multiplicación de 
dos matrices celulares se reduce a la multiplicación de las cólulas, 
consideradas como elementos aislados, cuando, y sólo cuando, la 
división vertical de la primera matriz corresponde a la división ho- 
rizontal de la segunda. A saber: si A — (A,j) es una (m, n)-matriz 
con división de las filas en grupos segün m; ma, .... m, y de las 
columnas segün m, na, . ... n; y 2 — (B,j) es una (n, p)-matriz con 
división de las filas en grupos segün , nz, . . . n, y de las colum- 
nas en grupos segün Di. pa, .. Du, entonces 4B — C — (C,j) 
será también una matriz colular, con la particularidad de que 


-4,2..... 0). 


! 
Cac AgBn 0 


Haciendo uso de la regla sefalada de la multiplicación de las 
matrices celulares, hallar las células del producto de las siguientos 
matrices para la subdivisión indicada em células para los factores: 


231 
- (r3). "i 
2/13 R 


953. Mostrar que para multiplicar dos matrices cuadradas celu" 
lares es suficiente (pero, como muestra el ejemplo del problema ànte- 
rior, no es necesario) que las células diagonales sean cuadrados, con 
1a particularidad de quo los órdenes de las correspondientes cólulas 
díagonales sean iguales entre sí. 

54*. Mostrar que para realizar la multiplicación celular de 
una matriz celular por sí misma es necesario y suficiente que todas 
sus cólulas diagonales sean cuadradas. 

955. Una matriz celular cuadrada 4 -» (4j) se denomina £ri- 
angular-celular si todas sus células en a diagonal principal, o sea, 
Aa Asp, -- s 50n cuadradas y todas los células que se encuentran 
por un lado de la diagonal principal son nulas. Mostrar que si 4 y A 
on dos matrices triangulares-celulares con los mismos órdenes de las 
correspondientes células diagonales y los ceros por un lado de la 
diagonal, su producto 43 también será una matriz triangular-celu- 
lar con Ios mismos órdenes de las células diagonales y los ceros por el 
mismo lado de la diagonal. 

956. Mostrar que una matriz triangular-celular es nilpotente si, 

y sólo si, todas sus células on la diagonal principal son nilpotentes 
[^ definición del carácter nilpotente se dio on el problemaig47). — - 

957. Sea A — (A,/) una matriz celular con la particularidad de 
quo $ es una célula de dimensiones m, x n, (i — 1. 

5... 2). Mostrar que la adición de Ia j-ésima nén 
d rlissár alai izquierda por una matriz rectangular X de dimensiones 
m, X my, a la i-ósima fila celular, puedo obtenerse, multiplicando A 
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a la izquierda por una matriz celular cuadrada regular P. Así como 
la adición de là j-ésima columna, multiplicada a Ia derecha por una 
matriz rectangular Y de dimensiones n; X nj, a la iésima columna 
celular, puede obtenerse multiplicando A a la derecha por una matriz 
celular cuadrada regular Q. Hallar la forma de las matrices P y Q. 


958:. Sea R— (2 5) una matriz celular, donde A es una matriz 


cuadrada regular de orden n. Demostrar que el rango de R es igual a n 
cuando, y sólo cuando, D — CA^B. 

950*. Sean 4 una matriz regular de orden n B una matriz de 
dimensiones n. X q y C una matriz de dimensiones p X n. Demostrar 
que si la matriz celular R — (. 7 5) se reduce a la forma de R, —— 
— (t P), transtormando de modo elemental las filas con la parti- 
ceularidad de que en cada transformación participan bien sólo las 
primeras n filas, o bien a cierta fila de um námero suporior a n se lo 
afiade una de las primeras n filas, multiplicada por un nümero, en- 
tonces X — CA^!B. 

960. Sean 4 una matriz rogular de orden n y £ una matriz unidad 
del mismo orden. Demostrar que sí transformando elementalmente 


la mateiz celular (. 25) (como se indicó en el problema. anterior) 


se reduce a la forma(4* 5), entonces X —- 4-*. Hallar, aplicando 
1 2 3 $. 
ese método, la matriz, inversa de A "(t 2 ? 
344 
961. Sgpongamos que se da un sistema de ecuaciones 


[TOR TL LEM 


con una matriz regular de coeficientes 4, P es una columna de tér- 

minos independientes y E es una matriz unidad de orden n. 
Mostrar que sí una matriz colular (^ , 5) se reduce mediante las 

transformaciones indicadas en ol probloma 939 a la forma (7 7), 


la columna X nos da la solución del sistema de ecuaciones dado. 
Resolver con ayuda de este método el sistema: 


&— ytà-T 
dz—8y 2 4, 
2r-boy (053. 


962. Sean A una matriz regular de orden , E una matriz de di- 
mensiones n X p y E una matriz unidad de orden n. Mostrar que 
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sila matriz (|. 25) se reduce mediante las transformaciones, indica- 
das en el problema 959, a la forma (t x) la matriz X da la solución 
de la ecuación matricial AX — B. 

Aplicando este método, resolver la ecuación sefialada si 

2-7 4 —5 
At 1) B-(Z 

963*. Supongamos que todos los pares (& f) (i 1, 2, . 4 
sos mj — 4,2... n) están numerados en un doterminado or- 
den c4, 6s a,.- Una matriz C — A x B de orden mn, com- 
puesta de los posibles productos de los elementos de las ma- 
trices A y B en ordon adecuado se denomina producto de Kronecker 
(o directo) de dos matrices cuadradas A do orden m y B de orden n. 
À saber, el elemento de la matriz C que yace on la i-ésima fila y 
j-ésima columna, se define de este modo: 


£1 79 a,5b,j, donde (&, ij) 9 en (fi ]9) — e; 
Demostrar que: 


2) A B) x € (4 x €) 4- 0. x Qi 
b) A X (B 4- CO) — (A x B) - (4 X Cy 
9) (4B) x (CD) ^ (4 x €) (B x D). 


964*. Se denomina producto directo derecho de las matrices cuadra- 
das A de orden m y B de orden n, la matrizcelular 4 X *B — C — 
— (C;), donde Cj, — aijB (i ,2,... m) De modo aná- 
logo, se denomina producto directo izquierdo de las mismas matrices 
la matriz celular A* x B —- D — (Di), donde Di 2 Ab (19 
21,2,... n) 

Demostrar que: 

4) los dos productos introducidos son casos particulares del pro- 
ducto de Kronecker, definido en e! problema anterior. Hallar el 
orden de la numercaión de los pares (i, j) que da los productos di- 
rectos izquierdo y derecho; 

b AxXx'B-2HBxA; 

c) A x'(B x C) — (A x 'B) x ^C 

d) si Ey es una matriz unidad de orden , Eg X "E, — E, X 
XCEs — Enni 

6) si A y B son matrices regulares, (4 X *B)? — A7! x "B7. 

Para el producto izquierdo son válidas las propiedades, análogas 
ac) d) y e). : 

965". Haciendo uso de los dos problemas anteriores, deinostrar 
que si A es una matriz de orden m y B, de orden n, entonces | A X 
xB|- |A P x |B [" (véase el problema 540). 

966*. Sea 4 — (aij) una matriz cuadrada de orden n. Se deno- 


mina matriz recíproca a A (o adjunta a A).la matriz À — (a;j), donde 
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4j — Aj, fm 3, 2... n). En otras palabras, la matriz recí- 
proca a 4 se obtiene, transponiendo una matriz compuesta de cofac- 
tores de los elementos de la matriz 4. 

Demostrar que: 


2) AÁ — ÀA — | A | E, donde E es una matriz unidad: 
b) (4) — |A l?4 para n2, (4) 2 A para n — 2. 


iet . 
967*. Mostrar que (4B) — BA, donde 2 es una matriz recí- 
proca a A. determinada en el precedente problema. 
968*. Se denomina matriz asociada a la matriz cuadrada 4 de 


orden n wna matriz A — (2,), donde aj; es el menor del elemento a; 
de la matriz A. Demostrar que: 


2) (AB) — AB; 


b) (4) — A"-'A para n 7 2, (A) — A para n — 2. 

969*. Sea A — (a,;) una matriz cuadrada de orden n y suponga- 
mos que todas las combinaciones de n námeros 1, 2, .. . n segün p 
de los námeros kj « k, « ... « kp, están numeradas en cualquier 
orden &,, &a ..., &w, donde N — Cp. La matriz Ap - (a, j; p) 
es la p-ésima matriz asociada a A compuesta de menores de orden p, 


situados en orden adecuado, a saber: a; » A (jj ?. 


donde «, es la combinación de i4 « i; . . . ip; , la combinación de 
hh. 

iDemostrar que: 

3) (AB) — AsDyi 

b) (E,jp — Ex. donde E, y Ex son matrices unidades de órde- 
nes n y N respectivamente; 

c) si A es una matriz regular, entonces (471); — (45). 

970. Hallar una numeración de las combinaciones de n nüme- 
rosi, 2, .. ., n segün p que para una matriz triangular A4 la matriz 
asociada 4j, definida en el problema anterior, tambión sea tri- 
angular con ceros por el mismo lado de la diagonal. 

971*. Aplicando las propiedades de las matrices asociadas, de- 
mostrar que si A os una matriz cuadrada de orden n, entonces | 45 | — 
— | A. R2! (véase el problema 551). 

972*. Sean A una matriz regular de orden y B. — A^! una matriz 
inversa de A. Demostrar que los menores de cualquier orden de una 
matriz inversa se expresan a través de los menores de la matriz ini- 
cial de la siguiente manera: 


[03 
* (S. Xs 
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donde à a ... X dy junto con i; «— L5: Xa, y hm 
zh. junto con Àj « k;  ... — ki, forman un sis- 
uui Doanles ed. n. 

973*. Demostrar que la pésima matriz asociada 4, (la delini- 
ción se dioen el problema 969) para una matriz ortogonal A es orto- 
gonal de por si. 

974*. Demostrar que la p-ésima matriz asociada 4, para uma 
matriz unitaria A es unitaria de por sí. 


$ 13. Matrices polinomiales 


Reducir a la forma diagonal normal mediante transformaciones. 
elementales las siguientes A-matrices: 
975. (k1 976. (M—1. à—1 977. ü [ 
(52)- Ai MuRAG£)t 0A45!* 
978. wot o ) 979. (i Mad 9 
9 à-5)* (s: 3i—1 324]. 
» A—i M—1 
980./ 9  x—x $e 981. /à—2. —1440 
(e 331—À sis). ( 0 à—2 a. 
MBA ARA S 8R3-4-8h 9 9 X-2 
982. (vhs LI ii 983. e M j 
[] 


àO& -—J. 
0. 00). Ap AR LA, 


984*. Se denominan factores invariantes de laA-matriz A de orden n: 
los polinomios £, à), £s (&), .... Es (A), situados en la diagonal 
cipal en la forma diagonal normal de la matriz A. Se denominan 
divisores de los monores de la matriz 4 los polinomios D, (), D» (9), 

«4 Da (&), donde D, (4) es el máximo divisor comán (que se toma 
con el coeficiente mayor igual a la unidad) de los menores de orden k 
de la matriz A, si no todos esos menores son nulos, y D, (») — 0 
en caso contrario. Demostrar que Z, (4) € 0 y D, (A) 7 0 para 
k— 14, 2, .. ., r, donde r es el Punde de la matriz A, mientras que 
E,() — D, () — 0 para E — r -- 1, ..., n. Prosiguiendo, mos- 


tar que £, 0) — mua-12... n D, — 4). 


Reducir las siguientes A-matrices a la forma diagonal normal, 
mediante los divisores de los menores, definidos en el problema 984.. 


985. /^(&—1) 0 [I 
( 9 6-2 D ) 
[] 9  à-00—2 


986. (^^ [] [] ) 
0 


d28 


987. 


(0.1) (.-2 0.8) DI [ 0 
h (&.—1) 6.2). -4) 9 0 
[i L] (1) 6-3) 6.4) [I ^ 
0 9 


(&—2) (.—3) (0. — 4) 


0 O0 ab? 0 
0 0 0 au 


«londe V^ b, e, d son polinomios primos entre sí de dos en dos con rela- 
xión a À. 


988. ja«d 0 0 0 
NITÀ :J 


88S. (09 ET donde f(A) y g(À) son polinomios con respec- 
Mo à À. 
990. (0 0 fe 
(s n 5. donde f, g, ^^ son polinomios con respecto a À, 
Ld 


primos entre sí de dos en dos y que poseen los coeficientes mayores 
iguales a la unidad. 


991. (t 0 0 


T ^ »). donde f, g, ^ son polinomios con respecto a A 
ath, 


Jloscon coeficientes mayores iguales a Ja unidad, primos entre sí en con- 
unto, pero no es obligatorio que sean primos entre sí de dos en dos. 
,992. (t 00 


Hi y »). donde f, g, ^ son cualesquiera polinomios con 
gh 


respecto 9:4, con los cooficientes mayores iguales a la unidad. 


993. /4100 — 994, (A100 c 
0x10 0x00 
90411] 2031] 
0 0 0 ». 0 0 0 2 


995. /h —: 9 0 0 
0 &—1 00 
9 0 4-1 0 . 
0 900 x—t 
1 02 3 454A 
996. «x B 1 9 
—BàLa 0 4 
(ARE 
0 9 / —8 Acc 
997. /2M4—12k-.-16 25 244 424-17 
( [i 3-— ) 
M—ONET 2—À M6AB 


2M —8k--1 k—1 243 — 4-2 


998. /33—5.--2 0 S33—86A--3. 
( me-z 0 zen. 
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999. 


1]. 
000...» 
Aclarar si las siguientes matrices son equivalentes entre sí: 


1000. . 
34 à 4-1 
4-( 4—9 A—1 iu. 
M-RALA O&O AD. 
Ai à—241—2y 
s-( 2A acieca). 
—2 4 4 
1001. 


ACERO SA—A:2AtA M). 
M—A 2-3 23Me& 
n —» 2 M 


3 Mid 3A: M 
»- Aii 3A 3 


(it 3A—232 212-3. j 
A- 


0 à Sra 
À* At DA OM 
1002. 
Coss ZU—4AAMER- 4 MIL YA 
dm 


833—845 2M —4M--1 M—23M14 

S)9—3A*—52--0 233—243 —A-p1 M—2* 
3)9 — 9A --7À-4-1 239 — 0A -TA— 223 — 84-3 — 

B- (ss-oeimas 239 —621--64 —1 M —. 
308 —942-1-5A-4-5 239 — 014-81 —2 29 
SX— 3A. MA 0 

c (ni T.—39—4 9-9) 2 
5A3 — 7A 4-8 54—242—3 $1—244-1 

1003. La A-matriz se denomina umimodular si su determinante 
es un polinomio de grado cero con respecto a ^, o sea, una constante 
distinta de cero. Hallar la forma diagonal normal de la À-matriz 
unimodular. 

1004. Demostrar que la matriz inversa de A-matriz será À-matriz 
si, y sólo si, la matriz A dada sea unimodular. 

1005*. Demostrar la afirmación: para que dos A-matrices roc- 
taengulares A y B, compuestas cada una de m filas y n columnas, 
sean equivalentes, es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
B — PAQ, donde P y Q son X-matrices unimodulares de órdenes m 
y n, respectivamente. Mostrar que las matrices requeridas P y Q 
pueden encontrarse de la siguiente manera: una vez hallada una serie 
de transformaciones elementales que pasan 4 en B, aplicar todas las 
transformaciones de las filas en el mismo orden a la matriz unidad £j 
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de orden m, y todas las transformaciones de las columnas en el mis- 
mo orden a la matriz unidad E, de orden n. 

Para Ja A-matriz A dada hallar, usando el método indicado en el 
peasienn 1005, las matrices unimodulares P y Q, tales que la matriz 

— PAQ tenga una forma diagonal normal (las matrices P y Q 
A se determinan unívocamente): 

E 
109. A- (omis M—AMER 
1007. ar TEES FE ) 
» M-E533 4 833-4 -5A--2 29 2-533 - 8A p 4] * 


1008. 
M-p3)8 —543-E --1 244 4-333 — 512 4-1 — 1 223-223 — 442 
-( M—M4ÍÉ: 2j —M—2A8 234—2. 
M-E2)3— AME AHd 2 — 233—413 pALA 224-1 — 3M? 


Para las À-matrices A y B dadas hallar las 4-matrices unimodula- 
res P. y Q quo satisfacen la igualdad B — PAQ (matrices P y Q no se 
determinan unívocamente (véase el problema 1005): 

1009. 

Ac [DM ar Sekt) "m eurn nhroty 

—(Beyiciseric2): P—(melsimeiai- 
1010. 
a dea 238 4-33 — 3A. 
—^ — M-— 
uen 239—394 A—2 
»( p-w Pru MrUE 


1011. 
MEA Ai M- 
a- (oxu XE2AAÉ jaa) H 
AMMMLAMÀEO XGA 393—244 
4--3 2.42 2i—m-3 ) 


»-( 404--2 $3--5 —51—2 
AM—TA-8 293—355 Pru de 
1012. 


A-(2z5—3:—3- 252-5. 20-24 
MA MARO MHRM 


M-EAMd 00 Af D) 
se 


(Eos 242-2 me) 


[29-34 AXBSAMBEA — Mex 
3A*-RSA--2 223-p5A41--3A 249-24 
1013. 

(Misc AMEDAL.3 5 MMRAL 
CÁAZMBEAOLS 2AtE2A—. 4 ML 
-(r SAMERAL S M1AAL OS 
CÁAZM-LA-S  3k32-A—4 jiico) 


[- 
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1014. 


19-L3R*--3A-2 — 13-e2A- 2A 1 
233--8A*--8À--1 213--2A3--22. 


( 43A 219-43 E14 ) 
B- : 


( A3-LOARI-OA-ES — A3-CAAR MA EG 
is ) 


SASICDEM.-AIA — 0233-233 p 2.—4 
ALMLA-2 0 £ES—AE—L—8 
Hallar los factores invariantes de las siguientes A-matrices: 
1015. /333--2A4—3  24—1  11--21—8 
(sims 3-2 sni). 
ARRA à—2 à—1 


1016. (27 Af—4 203-31 — 21—1 
5M3—4A--1 3A9--A—2 5194-341 44— 2, 
1017. 


QMi— Mi--2h—1 233—31:-F21—8 — A —2At-- A—2 S19 —2X4-5h--2 
s A*-ROA-R4 9-391. h—8 —Ó—3M—2L—1 TM— m 


39—2.--1  223--A—1 SER) 


185—294 &—2 3 232 —422-2j —n»e—i—2-i 
3)3—223--34—2 313 —4A1--8A—4 2)3.—3A3--21—8 613—933? 4-83, — 8, 

1018. T 
E A4-8 M OM-BARO— 2MHOML pA 0 MM ss) 


43--3M.—3L--0 Aà3—8A*-3A-—2 233--3A*— 3h-E7 — M3 --8A*— 8A 4 
43--2M3.—2A--4 ML 2A--24—1  239--2À1— 24-5. 13-4 -242— 24-83] * 
2104- M — A-E5 243— M3-EA--1  4M-ROARL]U--T  2239-OM— A3 
1019. /^ 123 
0x1 
002 


1020*. /A—« 


(el ordon de la matriz es igual a z). 


Se denominan divisores olementales de la A-matriz A los polinomios 
ey (s es (),.. - -. es (9), con los coeficientes mayores iguales a la unidad, cuan- 
do estos. polinomiios coinciden con las otencias superiores do los factors irre 
ducibles, participantes de los desarrollos de los factoros invariantes E; e 

matriz A4 segün es. En 
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Hallar los divisores elementales de las siguientes A-matrices: 
1021. ( M2 Pi 
ZM—Q—3AR3  mB—E—kEMC 
1022. | À—22--2.—1 MALA 
Ze—2u- à—1 — 2M—2& ) 
1028. /»*-24 2-4 MeEÍÉ 
(omes 214-8 Pian). 


M20 MI—ÁMeM E X94 | MIL— AMA, 
1024. 
A*—2.-—8 M FAR HA M—Á M 8.10 
ACRMILA-40 — 2M-BSA.-2 M-RORMLÓA—06 — MAT PAL I2 
MEM 2M 8A Mx pAA- EA MI M — 2M Th T2 MEAT 2a - 4-8 
M-EMLM- RAT D ACER M-ERO]IXCÓÓ)O — MM MR, 
1025. 
M—2 ACRAS MORD »-8 
APpRGA—14  XMBSASCS AM-EA-ME 0 M23 
23-4 MAMAS MR 2ài—5 . 
2M-3A-3  XRSA-RA A3-R2A4-2 223-RRA—4 


Hallar los divisores elementales de las siguientes A-matrices en 
el campo de los námeros racionales, el de los nümeros reales y el de 
los nümeros complejos: 

1026. 14.2. Api 2j—2 

(eni Em 2-2) 
M-LO ME 39—85 
,1027. (2M--8 — Mp1 ME 8M-E MED 
(stu DOES almas). 
CMMMBS (AMBAS 222-42M64p X3— 90 

1028. /» 

Md o X MORIA 7 OM— 4M ko. B 
(seis 295 —244-- 3 —2 siio cia. 
M-RLO— M MEM 2M—0B- 3-6. —9 


Hallar la forma diagonal normal de una 2-matriz cuadrada si se 
saben sus divisores elementales, el rango r y el orden n: 

1029. 4 -- 1, 1 2- 1, (& -- 19,  — 4, (& —f'r-—4 n—5. 

1080. A --2, (& -- 29, (. --29, &—2, & —2 r—nz4. 

1031. A. — 1, 4 — 4, (4 — 5, 4 2-2, 6-2; ri n5. 

1032*. Demostrar que el conjunto de dívisores elementales de 

i ] seobtiene uniendo (con lasdebidasropeticiones) 
ores elementales de todos los elementos dia- 
gonales de dicha matriz. 

1033*. Demostrar que el conjunto de los divisores elementales 
de una À-matriz diagonal-celular es igual a la unión (con las debidas 
repeticiones) de conjuntos de divisores elementales de todas sus célu- 
las diagonales. 
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Haciendo uso de los problemas 1032 6 1033, hallar la forma dia- 
gonal normal de las siguientes A-matrices: 


1034. 
X —1) 0 0 D) 
o Ati) 0 DI 
D] 0 s 
DI o 
1035. 
X—4 0 o [I 
0 MEA 0 o 
D] [] »—ns 0 
D] [I 0 — xX—4. 
1036. 0 0 [] M 46A 4-9». 
[I o M-EAIL 6 o 
D] MAR A [! [] 
MeM—ER 0 DI 0 
1037. " 
0 DI DI M-e2i8 T a 
D] o 314—922 -2.—1 [ 
[] M-E2A4-1 [3 D] |- 
M-2IREÍd [] o [ 
1038. MRAA-S8  MA—2 00 0 
2MGALA 2MMeà—3 00 9 
D] [I A4 ARA 
[] 0 M—4 Wi 
1039. /j-i1—2 X 3—2i—1 0 [] 
AMERARL-A-2 00 D 
[I A23» Ak]. 
[I A*OAÀ—2 ARSRLT 
1040. 0 0 A—AM-—A—2 /M—24—4 
[I o M4 OX MAG 
A1—2A4-1 A-2 [I [I . 
MAIMROMTI 332.45 [I [) 
1041. LN 
[] o [] A1—21—3 1. M —9k—9 
[] 9 [] MIA-2  M-RBAM5A—6 
[1 D M—2ZA 0 9 - 
M-RBEAL8 — AMSA—R [] o [1 
MepRZAMEAL A MIA D Di 9 
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Después de determinar la equivalencia y la forma diagonal nor- 
«mal de las matrices de nümeros enteros tal como se hizo en los proble- 
mas 942, 943, hallar los máximos comunes divisores D, de los me- 
nores de orden X de las siguientes matrices, reducióndolas a la forma 
-diagonal normal mediante transformaciones elementales: 

1042, 0 2 4-1 1043. 0 6 —9 


—8 
ET 6 02 4 85 222 9 9 
0 4 u-1i] »2 5 mn] 
40 6 —4 sw) 78 Bi 008 


1044. Demostrar que cualquier À-matriz de rango r puede redu- 
-cirse mediante las transformaciones elementales sólo de las filas 
(así como sólo de las columnas) a una forma triangular o trapezoidal 
«on la particularidad de que los coros, segün el deseo de cada uno, 
pueden obtenerse por encima o por debajo de la diagonal principal, 
y los elementos, distintos de cero, se encontrarán sólo on las pri- 
meras r filas (respectivamente, en Jas primeras r columnas). 

1045*. Demostrar que cada A-mattiz regular A puede reprosen- 
tarse en forma de A — PR, donde P os una ?-matríz unimodular 
y R. una A-matriz triangular, cuyos elementos en la diagonal prin- 
cipal tienen el coeficiente mayor igual a la unidad, por debajo de 
la diagonal principal son nulos, y por encima de ella tienen el grado 
inferior al del elemento de la diagonal principal de la misma colum- 
;na (o son nulos), además dicha representación es la nica. 


$ 14. Matrices semejantes. Polinomios mínimo y 
. característico. Formas diagonal y de Jordan 
j» de una mafriz. Funciones de maírices 


"Todos los problemas de este párrafo se plantean en forma matricial, Por 
ejemplo, las propiedades de los nümeros caractoristicos de la matriz y Ia re- 
dueción de la matriz a la forma de Jordan se examinan sin relacionarlas con las 
propiedades de los vectores propios y Jos subespacios invariontes do la corres- 
oriente transformación lineal: Dicha relación (por sjemploila isqueda de 
a buse en la que Ja matriz de la transformación linea! dada tione ]a forma de 
Tordan) se estudia on la parte IV. Esto no impide utilizar los problemas do osto 
párrafo al estudiar las propiedades de las transformacionos lineales cn la medi- 
da en la que se haya asimilado la relación entro las transiormacíones linoales y 
sus matrices en cualquier base. 


1046. La matriz A se denomina semejante a la matriz B (lo que 
se designa del siguiente modo: 4 a« B) si existe una matriz regular 7, 
tal que B — 7-147. Mostrar que la relación de la semejanza posee 
lassiguientes propiedades: 

2) A zc A; b) si A e B, entonces B 2 A; 

c) si A e B y B z« C, entonces A 2 C. 

1047. Demostrar que si por lo menos una de las dos matrices 4 
y B es regular, las matrices AB y BA son semejantes. 
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Dar un ejemplo de dos matrices degeneradas A y B, para las 
cuales las matrices AB y BA no serán semejantes. 

1048*. Hallar todas las matrices, cada una de las cuales es seme- 
jante a sí misma. 

1049. Sea la matriz & obtenida de 4. permutando la i-ésima y 
]-ésima filas. así como de la i-ésima y j-ésima columnas. Demostrar 
que A y B son semejantes y hallar la matriz regular T para la cual 
B-TOAT. 

- Mostrar que la matriz A es semojante a la matriz B, 
obtenida mediante la reflexión especular en su centro. 


1051. Sea 4, &, .... i, cualquier permutación de los nümeros 
1,2, ..., n. Demostrar que las matrices 
[rr "54 Ü*"un c9 4 


[a LS 
A- 


LE 


son semejantes. 

1052. Supongamos que se dan las matrices A y J semejantes entre 
sí. Mostrar que el conjunto'de todas las matrices regulapes T, para 
las cuales B. — T-!A7T, se obtiene del conjunto de todas las matrices 
regulares, permutables con A, multiplicando a la derecha estas 
EX rd una matriz cualquiera T,, cuya propiedad es B- 
- TSAT,. 

1053. Demostrar que si la matriz A4 cs semejante a una matriz 
diagonal, la p-ésima matriz Aj asociada con ella (problema 969) 
también es semejante a la matriz diagonal. 

1054. Demostrar que si dos matricos A y B son semejantes a 
matrices diagonales, su producto de Kronecker 4 x A (probloma 963) 
también es una matriz semejante a la diagonal. 

1055. Demostrar que si las matrices A y D son semejantes, las 
p-ósimas matrices 4p y 2 asociadas con ellas (tomadas para cuales- 
quiera dos posiciones de las combinaciones de n nümeros de filas 
y columnas segán p) son tambión semejantes. 

1056. Demostrar que si las matrices Ai, D, son semejantes a 
As B, respectivamente, los productos de Kronecker 4, x A, y 
A» X B, (tomados para cualesquiera dos posiciones de los pares de 
índices) son también semejantes entre sí. 

1057. Demostrar que si la A-matriz cuadrada B se representa on 
iorma de B — By -- BJ-! «c... 4- B,, donde By, By, B, 
son matrices independientes de 4 y la matriz B, es regular, entonces 
cualquier A-matriz cuadrada A del mismo orden que tione Z, puede 
dividirse por B a la izquierda o a la derecha, es decir, existen el 
cociente Q, y el resto de la división A, derechos, tales que 4 — 
— BQ, -- R, y el cociente Q; y resto R. izquierdos, tales quo A — 
— Q;B -- Rs, con la particularidad de que los grados de los elemen- 
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tos de las matrices Ft, y R; con respecto a ^ son inferiores a s y ambos 
pares Q,, R, y Qz, R, se definen unívocamente. 
1058. Dividir a la izquierda la matriz 
—BXÀHESAA — —AMEESRR  — X48 
a- (ont —333-L- 924-1 ze) 
—ALRERMGS —2MESAAÓ  — A4. 


por B.— XE, donde 
2 —4 —t 
z-( " j. 
2-1 8 


1059. Dividir a la derecha la matriz 


— MepORUREROS0 0412-23 MERITO 
a- (Corta MORET acie) 
—M-RM-RSAISS AMp2ALOG — XM-P8.— 2, 


por B—AE, donde 
i 3 4 
B- ( 2 3). 
12 8) 


1000*. Demostrar que si dos matrices A y J con elementos numé- 
ricos (o con elementos de cierto campo P) son semejantes, sus matri- 
cos características A — AE y B — XE son equivalentes. 

1061*. Demostrar que si las matrices características A — AE y 
B'— XE de dos matrices A y B son equivalentes, entonces esas mismas 
matrices son somejantes. Además, mostrar que si B — ÀE — 
— P (A — AE) Q, donde P y Q son J-matrices unimodulares y Ps, Qs 
son los réstos de la división P a la izquierda y Q, a la derecha por 
B — XE, entonces B — P,AQ, y P,Q; — E, 0o sea, la matriz Qs 
electa la semejante transformación de la matriz A en la B. 

1062. Demostrar que cualquier matriz cuadrada A es semejante 
à su matriz traspuesta A'. 


Aclarar si son semejantes entre sí las siguientes matrices: 


32—5$ 6$ 20 —85 
1063. 4-(: L] -9); »-(s 82 zu). 
12 —83, 4 20 —32, 
8 6 —15 El 
1064. a" 5 EL »-( 3 
12 — 119 
4 6 —15 L 
1065. a-(t 3 —5]; s-(-: 
12 —4 -1 
—139 —70 
e ( —4 —19 
—4 —230 35, 


4 —2 —T 4 4 40 —19 4 

20 —2 —4 —2 1 (6.—8 3 
1006. 4—| 49 —$ —e —]: 004 —86 2]* 

—6 1 3 1 0 —: 10 


4 —à —26 —7 
14 —18 —9t —18 
Pella bpm s 
$. € d 6 
Aplicando el método indicado en el problema 1061, para las 


matrices A y B dadas hallar una matriz regular T, tal que B — 7-147 
(la matriz buscada T se determina de modo no unívoco): 


107. 4-() —): B-(& -A) 


—94 
17 —6 14 —60 
109. A- (i 7): B-( 3 L8). 
3—2 f. 24 —M —22 
1069. 4-(: -a JE a-(» 5 ze). 
8 —90625, 12. —6 — 10, 


1070*. Demostrar que los coeficientes del polinomio caracterís- 
tico | A — XE | dela matriz A se expresan de la siguiente manora, 
mediante los elementos de dicha matriz: 


I4 — AE | * (7M? -F & (7-97! H- e (-X7* EL. 46s 


donde c, es la suma de todos los menores principales de orden 
dela matriz A (ol menor se denomina principal si los námeros de las 
filas ocupadas por él coinciden con los nümeros de las columnas). 

1071". Hallar los nómeros característicos (las raíces del poli- 
nomio característico) de la matriz A'4, donde A — (a, a5, . . ., a5) 
y A' es la matriz obtenida, trasponiendo A. ; 

1072. Demostrar que la suma de los nümeros ceracterísticos de 
la matriz A es igual a su traza (o sea, a la suma de elementos de Ja 
diagonal principal), y el producto de estos nómeros es igual al deter- 
minante | A |. 

1073. Demostrar que todos los nómeros característicos de la 
matriz A son distintos de cero si, y sólo si, la matriz 4 es regular. 

1074*. Sean p — 0 la multiplicidad de la raíz Ay del polinomio 
característico | A — AE | de la matriz 4 de orden m, r el rango y 
d — n — r el defecto de la xaatriz 4 — AE. Demostrar le validez 
de las desigualdades 


1«d—n—r«p. 


1075. Citar algunos ejemplos de matrices de lorden para las 
cuales la primera desigualdad o la segunda del problema anterior 
se convierten en igualdad, o sea, d — 4 6 d — p. 


$» [1 


1076*. Demostrar que los nümeros característicos de la matriz 
inversa Á-* (teniendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a las 
megnitudes inversas para los námeros característicos de la matriz A. 

1077*. Demostrar que los nümeros característicos de la matriz A* 
(teniendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a los cuadrados de 
los nümeros característicos de la matriz A. 

1078*. Demostrar que los nüámeros característicos de la matriz 
A? (téhiendo en cuenta su multiplicidad) son iguales a las p-ésimas 
potenciàs de los nümeros característicos de la matriz A. 

1079*. Sean 9 (4) — | A — XE | un polinomio característico, 
Aa, As, Ls, A los nümeros característicos de la matriz A y f (^) un 
polinomio arbitrario. Demostrar que el determinante de la matriz 
1(A) satisfacé la igualdad |f (4)|— f) f 3)... £05) — 
— R (jf, 9), donde R (f, q) es la resultante de los polinomios f y q. 
Pero si se determina el polinomio característico como q (A) — 
— |XE — A |, entonces 


M o)p- R (s, f. 


Recordemos que se denomina resultante de dos polinomios 


fia, I —20 y £075 I GB) 


el nümero 
n. ote 1] fl eu 6o mes Tl eom ore f reo 


1080*./Demostrar que si A, As . . ., À4 son nümeros caracterís- 

ticos de la matriz A y f (z) es un polinomio, entonces f (,), f 0), - . 
. «4 f (&.) serán nümeros característicos de la matriz f (A). 

1081*. Demostrar que si A, À;, . . ., 4, son nümeros característi- 
cos de la matriz A y f (z) — g (z)/h (z) es una función racional, defi- 
nida para el valor de z — A (es decir, que satisface la condición 
1 (4) | e 0), entonces 7 (4) | f Q3) £03)... f) y los n6- 
meros f (), f (s), .. . f Q) serán námeros característicos de la 
matriz f (A). 

1082*. Demostrar que si 4 y B son matrices cuadradas del mismo 
orden, los polinomios característicos de las matrices AB y BA 
coinciden. 

1083*. Hallar los nümeros característicos de una roatriz cíclica 
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1084*, Hallar los nümeros característicos de la matriz de orden n 


0 -—1 0 O0... 
1 0—1 0. 
A-|o 1: o-1. 


o0 0 0 v2 
1085*. Se denomina matriz de Jordan una matriz diagonal-celular 
con cólulas diagonales tipo 


« 1 0..0 
0 « 1..0 


90 0 0... 


que se llaman células de Jordan. La matriz de Jordan A ;, semejante 
à la matriz A, se denomina forma de Jordan de la matriz A. 

Haciendo uso del teorema de que el conjunto de divisores elemen- 
tales de una matriz diagonal-celular es igual a la unión de los con- 
juntos de divisores elementales de sus cólulas diagonales (véase el 
problema 1033), demostrar que sobre el campo de los náméros comple- 
jos (o sobre cualquier campo que contiene todos los nüméros caracte- 
rísticos de la matriz A) cualquier matriz A tiene la forma de Jordan, 
Pieds la ánica, con una precisión de hasta el orden de las 
células. 


Escribir la forma de Jordan A; de la matriz A si se dan los factores 
invariantes E, (À) (6 — 1, 2, ..., n) de su matriz característica 


71086. E, 0) — £M 9 - i EQ) E.) 2A —4, E.) 
-EQQ (4 —1( 

1087. E, (&) — E; a s 9 - 24 E0)-A-1, E.) 9 
- 0 0*5 E,0) — 06 4 0*0 — 5). 

1088. E, (») ^ E, (&) — 1, E, "m X—2, EQ) - M — 4. 

1080. Demostrar que para cualquier -matriz cuadrada A (À) de 
orden n, cuyo determinante os un polinomio de grado n con respecto 
a À, existe una matriz numérica D de orden n, tal que la matriz A (A) 
es equivalente a la matriz característica B — AE. 


Hallar la forma de Jordan de las siguientes matrices: 


1090. 010 1091. Fi 6 —i5 1092. ( 9 —6 —2 
(-: 4 9). n 2. (s 54-3. 
-2 12 " m 4 —& 48 -49)—86, 

1093, /4 6 —15 1094. —4 1095. (12 —6 —2 
( 3 —5 ] ( —4 ). (is EH EJ 
12—4 1-2 —2 M8. —9 —3, 
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1115. Hallar la forma de Jordan de la matriz tipo 


a condición de que aga; ... Q4. a 56 0- 


1116. Demostrar que si el polinomio característico | A — AE | 
de la matriz A no tiene raíces mültiples, entonces 4 es semejante a 
una matriz diagonal (los elementos de la matriz 7 que transforma 4 
en la forma diagonal, pertenecen al campo que contieno todos los 
nümeros característicos de la matriz A). 

1117. Demostrar que la matriz 4 sobre el campo P dado es seme- 
jante a una matriz diagonal cuando, y sólo cuando, el ültimo factor 
invariante E, (A) de la matriz característica A — XE no tiene raíces 
mült les  to'as sus raíces pertenecen al campo P. 

Aclarar si son las siguientes matrices semejantes a las diagonales 
en los campos de los námeros complejos, reales y racionales: 


iig. (5 2 —5 1119. /8 15 —36 "m 
( 5-4]. 8s à -46j. ^ 
6 4—à4 5 42 —2. 
1120. E 1121. /42 —5: 
(-: 5 j. (s: E 
1 9 —4 53 —7 


1122. Demostrar que si el ültimo factor invariante Z, (4) de la 
matriz característica A — AE para la matriz A de orden n tiene el 
grado n, todos los elementos diagonales de diferentes células de la 
Torma de Jordan de la matriz A son distintos entre sí. 

1123. Demostrar que la matriz A es nilpotento (o sca, A^ — 0 
para cierto natural) cuando, y sólo cuando, todos sus nümeros 
característicos son nulos. 

1124. Demostrar que una matriz nilpotente, distinta de cero, no 
se reduce a la forma diagonal mediante la transformación de seme- 
anza. 

; 1125. Hallar la forma de Jordan de una matriz idempotente 4 
(es decir, una matriz que posee la propiedad do A* — A). 

1126. Demostrar que la matriz involutiva A (o sea, una matriz 
que posee la propiedad de A? — £) es semejante a la matriz diagonal 
y hallar el aspecto de esa matriz diagonal. 

1127. Demostrar que una matriz periódica 4 (o sea, una matriz 
que posee la propiedad de A* — E para cierto & natural) es somejante 
a una motriz diagonal y hallar el aspecto de esa matriz. 

1128. Hallar el polinomio mínimo (la definición se da en el 
problema 830): a) de la matriz unidad, b) de la matriz nula. 

1129. ;Para qué matrices el polinomio mínimo tionc la forma 
de À — c, donde « es un nümero? 
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1130. Hallar el polinomio mínimo de la célula de Jordan de 
orden n en cuya diagonal está situado el nümero a. 

1131. Demostrar que el polinomio mínimo de una matriz diago- 
nal-celular es igual al mínimo divisor comün de los polinomios míni- 
mos de sus células diagonales. 

1132. Demostrar que el polinomio mínimo de la matriz 4 es 
igual al áltimo factor invariante E, (A) de su matriz característica 

—AE: 

1133. Demostrar que una potencia de un polinomio mínimo de la 
matriz A se divide por el polinomio característico de la misma matriz. 
Hallar los polinomios mínimos de las siguientes matrices: 

1134. (31 —1 1135. 4 —2 2 

( 2 j. (-; 1 3) 
TE" —6 6 —4 
^ 1136. Demostrar que para la semejanza de dos matrices es noce- 
sario (pero no es suficiente) que éstas tengan los polinomios mínimo 
y característico iguales. Citar un ejemplo de dos matrices no seme- 
jantes, cuyos polinomios mínimo «p (A) y característico q (A) son los 


mismos. 
1137. Hallar la k-ésima potencia de la célula de Jordan 


de orden n. 


LJ 

i (0 v 

1138*. Demostrar que el valor del polinomio / (z) con respecto 

a la célula jje Jordan 4 de orden n con el námero « en la diagonal 
principal Á 


a 10.0 
aei 
0 00... « 

se determina mediante la fórmula 
rate Lgurgn.. etg 
f-|o ;o fre. mo 


(—2) 


(9 0 0 i ugs (o) 
1139. Resolver el problema 1080 usando la forma de Jordan de 
la matriz A. 
1140. Hallar la forma de lordan del cuadrado de la célula de 
Jordan, en cuya diagonal se encuentra el nümero c e 0. 
1141*. Hallar la forma de Jordan del cuadrado de la célula de 
Tordan con cero en la diagonal principal (célula nilpotente de orden). 
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1142. Sca X; la forma de Jordan de la matriz X. Demostrar 
que (4 4- «E); — A, -- E, donde A es cualquier matriz cuadrada 
y &, un nümero. 

1143*. Hallar la forma de Jordan de la matriz 
[n 


j de orden nz3. 


1144^. Domostrer que cualquier matriz cuadrada puedo repre- 
sentarse en forma de un producto de dos matrices simétricas, una 
de las cuales es regular. 

1145*. Conociendo los nümeros característicos de la matriz 4, 
hallar los námeros característicos de la p-ésima matriz A4 asociada a 
4 (la definición se da en el problema 969). 

1146*. Conociendo los námeros característicos de dos matrices 
cuadradas —4 de orden p y & de orden g—, hallar los 
terísticos de su producto de Kronecker A x B (la defit 
el problema 963). 

1147*. Seaw (A) — (. — 19. — 1n... — 
mio mínimo de la matriz 4-de grado r — r, 4 7, 4- 
7i In multiplicidad do 3, como de Ia rai del poll 


Si para la función / (A) existen los nümeros 
1043). f Qa) fF Q4), «s f£. 087 Qa) (t) 
(—1,2,... 9) 


se dice que la función f (A) está determinada en el espectro de la matris 
A y el sistema de nümeros (1) se denomina sístema de valores de la 
función f (k) en dicho espectro de la matriz A. Demostrar que los 
valores de los polinomios g (^) y À (A) con respecto a la matriz 4 
coinciden, es decir, 2 (A) — A (4), cuando, y sólo cuando, coinciden 
los valores de esos polinomios en el espectro de la matriz A. 

1148. Supongamos que la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz A4 (en el sentido del problema anterior). Demos- 
trar que si existe por lo menos un polinomio, cuyo valor en el espectro 
de la inatriz A coincide con los valores de f (A), entonces habrá una 
cantidad infinita de semejantes polinomios y entre ellos existe uno, 

sólo uno, que tiene el grado inferior al del polinomio mínimo de 
Jé-mstris- d. ata polinomio r (4) se llama polinomio de interpolación 
de Lagrange— Sylvester de la función f (.) en el espectro de la matriz 4. 
Su valor con respecto a A4 se toma, segán la dofinición, como el valor 
dela función / (A) con respocto a esa matriz: f (4) —- r (A)* 

1149. Demostrar que si la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz 4 y el polinomio característico | A — AE | no 
tiene raíces mültiples, ol polinomio de interpolación de Lagrange— 
Sylvester r (4) existe y en este caso la matriz f (4) tiene sentido. 
Hallar el aspecto de r (4) y f (4). 


137 


1130. Demostrar que si la función f (X) está determinada en el 
espectro de la matriz 4 y el polinomio mínimo de esta matrizxp (4) — 
—( — M)... (. — X,) no tiene raíces máltiples, el polinomio de 
interpolaeión de Lagrange—Sylvester r (A) existe y la matriz f (A) 
tiene sentido. Hallar la expresión para calcular / (4). 

1151*. Demostrar que sí la función f (A) está determinada en el 
espectro de la matriz 4, la definición de la matriz f (4) (se ha dado 

- enel p?oblema 1148) tiene sentido, o sea, existe el polinomio de inter- 
polación de Lagrange--Sylvester r (^). Sean $ (4)  ( — M1... 
se — My un polinomio mínimo de la matriz A, donde las raíces 

A - - s As Bo ditleren entre af, y 


wm (kd, 2... 9. 
Q —3XY* 


Mostrar que 
r (0) m3 fon, tet, 2 — a) e eee etn X 
X(—My" eR. (D 


donde los nümeros ,; se determinan de las igualdades 


tuas 1 [ 10) 189-5 
a7 7g—10F Lo» 0) Jae, Q2) 


(4,2, s ni ko, 2, 1s 5) 


iv 
es decir, Ta expresión en corchetes de la igualdad (1) es igual a la 
suma de los primeros ry términos del desarrollo en la serie de nd 
segün las potencias de la resta de À — A, para la función LOL. 
1152, Sean  (À) — (. — A4)? (& — X,)* (&, 96 à.) un 3o sts 
mínimo de la matriz A y f (4) una función determinada en el espectro 
de esa matriz. Escribir la oxpresión para la matriz f (A), aplicando 
el procedente problema. 

1153. Demostrar que si las matrices 4 y B son semejantes con la 
particularidad de que 2. — 7-147 y para la función f (A) la matriz 
1 (A) existe, entonces tambión existe la matriz f (B) y es semejante 
af [on además, f (B) -- Tf (4) T con la misma matriz T. 

1154*. Demostrar que si la matriz A es diagonal-celular 


E [U 
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y la función f (A) está determinada en el espectro de Ia matriz A, 
entonces 
LU 
(4. 
fü- T : 
0 1(4)0 


1155. Hallar el polinomio de interpolación de Lagrango—Sylves- 
ter r (A) y el valor de f (4) de la función f (A) para la matriz 
928. y 
001 


000 
000...0 


iPara qué funciones f (^) el valor de f (4) tiene sentido? 
1156. Resolver el problema, análogo al antecedente, para la 


matriz 

00 
00 

dm 2: t 

«d id 
e02 
1157. Mostrar que si la matriz A es semejante a la diagonal 
á [] 
4 b 
A-T ^ r 
0 Án 


y para la función / (A) la matriz f (4) existo, entonces / (4) también 
9s semejante a Ja matriz diagonal con la particularidad de que 


109) " 
£00 , 
fí-T" ^ iT 
[ 1) 
con la misma matriz T. 
1158. Demostrar que si f(À) — g (&) -- h (&). y las matrices 
g (A) y h (A) existen, la matriz f (4) también existe, además, f (4) — 
— g(A) t- ^ (A). 
1159. Demostrar que si f (&) — g () h (A) y las matrices g (A) 


y h (A) existen, la matriz / (4) también existe, con la particularidad 
de que / (4) — g (4) & (4). 


1160*. Mostrar que la función ;() —3 está determinada para 
todas las matrices regulares 4 y sólo para ellas, además, f (4) — A. 
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1161. Demostrar que si Aj, As, . . ., À son nümeros característicos 
de la matriz A y la función / (A) tiene sentido para À — 4, entonces 
fs). f Qa). «f Qa) serán nümeros característicos de la matriz 
f (A 


Calcular los siguientes valores de las funciones con respecto a las 
matriges, utilizando el polinomio de interpolación de Lagrange— 
Sylvester y los problemas 1148—1152 6 hallando la matriz que da la 
transformación de semejanza de la matriz dada en su forma de Jordan 
y haciendo uso de los problemas 1154, 1156 y 1153: 


1162: 499 donde A-( $1). 
1163. A9 donde A—-(. 11). 
1164. VA. donde A- (. $2). 
1105. YA. donde A (57). 


1166. e^ donde A (5 —2). 


6 —8, 
1167. e^ donde A— (1 71). 


/A2—y 
1168. e^ donde a-(e4 EI 
53 —7, 


i 4 —156 
1169. In A. donde a-(: us HE 


. 1—53 
1470. im 4. donde A- ("71 14). 


1171*. Demostrar que la igualdad sen 24 — 2 sen A cos A es 
válida para cualquier matriz cuadrada A. 

1172*. Demostrar que la matriz e4 existe y es regular para cual- 
quier matriz cuadrada A4. 

1173. Hallar el determinante de la matriz e^, donde 4 es una 
matriz cuadrada de orden n. 

1174*. Supongamos que la función f (A) tiene sentido para ? — A. 
Demostrar que el determinante de la matriz f (4) satisface la igual- 
dad |f (4) | — f (f («) . . - f (&,). dondeJ4, s. . . ., À, son nüme- 
ros característicos de la matriz 4 (teniendo en cuenta su multiplici- 
dad). 


$ 15. Formas cuadráticas U 
En esto párrafo, además de los problemas sobre formas cuadráticas, se dan 
problemas de las propiedades de las matrices ortogonales y simétricas, relacio- 
nadas con la teoría do las formas cuadráticas. Aqui se utiliza la siguiente termi- 
nología: como transformación lineal so ontiende la transformación de las trcóg- 
3) Los problemas de las funciones euadráticas y bilineales se dan en el $ 24. 
440 


nitas tipo: 
zi — 4n E Ga eee inr 


f 7 du TF dn:/s E se «E dann. 


qu Qn oe Rn 
Q- [ m E / o 
dna. 


4i dus 
formada de los coofíciontes de [a transformación (1)en ol orden correspondion- 
te, so denomina matriz de dícha transformación. Le transformación lineal a6 
llama regular si su matriz es regular. Dos formas cuadráticas se denominan 
equivalentes si una de ellas pasa a la otra mediante la transformación linoal ro- 
gular. Se llama forma canóníca do la forma cuadrada dada la equivalento con 
lla, que no contione productos de incógnitas, y forma normal, la forma canó- 
cual Jos coeticientos do las incógnitas olovadas al cuadrado (sin con- 

) son iguales a 4-1 para el campo roa] y --1 para el campo complejo. 

Hallar en el compo de nümeros reales la forma normal do Jas 
siguientes formas cuadráticas: 

14076. ài 2l Àzb-R Anz. e 2x. Dra — 4f 

1176. 2; — 222 Fal -- 23, -- Ámjm, cR 2n. 7 

1177. 2$ — 311 — 2x, 4- 22,25 — Ozyzy. 

1178. zz, -- dry b xm, deo xz. bomxjx, d xam, 

1179. 23 -- 223 -F ad -F zy, - Ázyra c 2r, d 2za25 - 22s, d- 
Ck 2xgna. 

Hallar la forma normal y la transformación lineal regular que 
conduce a dicha forma, para las siguientes formas cuadrátieas (a causa 
de quo la transformación lineal buscada es no unívoca, la respuesta 
puede diferenciarse de la citada más abajo): 

1180. zi -- 52i — 4zi -- 2nar, — Amyrs. 

1480. 422 -- zi box mn. mgr, — 3z,my. 

1182. 2,2, d zazs b tatu 

1183. 222 -- 1822 -- 822 — 12z,2, -- Bzyzs — 2725, 

1184. —122: — 3zi — 1221 -- M22, — 2Áz,z -- za, 

1485. zr, -- zar. domam, d mn. 

1180. 3z1 -F 22; — 23 — 224 -- 22, — Ázazs ^ 2xsz,. 

Reducir las siguientes formas cuadráticas a la forma canónica 
con coeficientes enteros mediante la transformación lineal regular 
con coeficientes racionales y hallar la expresión para nuevas incógni- 
tas a través de las anteriores: 

1187. 2x2 4- 3a 4- 43 — 2zz, c Ázyns — xam, 

1188. 3z — 2zi -- 2:1 -b Axyr, — 3zyzs — rj. 

1189. 1l -- 221 4 3xp — zin. e nta — mans 


La matriz 


14b 


Para las siguientes formas cuadráticas hallar la transformación 
lineal regular que convierte la forma f en la g (la transformación 
buscada no se define unívocamento): 
1190. f — 222 -- 9:2 -- 323 c Bnz. — Ázyzy — dOzars: 
g 2p T- 3j c 0, — As — Apis t Sas 

Aj91. f — 3: E 1021 E 2522 — 122,2, — 182,25 -- A0zzs; 
g —5y T 05 - as 

1192. f — 5:1 -- 93 -- 221 dk Bzyz. TF Oz,m, d. Óratai 
g — jp d a b 99$ — 12s 

Reducir las siguientes formas cuadráticas a la forma canónica 
y hallar la expresión de nuevas incógnitas a través de las anteriores 
(la respuesta no es unívoca): 


1193. 
4 


son nulos. 


* " " *i 
1194, PELPELSS 1195*. PL 1196. à fy 


[rl 


n 
X same, donde no todos les nüámeros a,, dj, ..., da 


» 
1197*. 5, (z,—s)*, donde se frt one, 
i 


2 
4198*. 2) [i—j J-zizy. 

i E 

1199*. Supongamos que se da la forma cuadrática 


LITE T 
donde 4, Ll, . . ., Ly, lias psg s pa Son formas lineales reales 
con respecto à zj, 2; - . -, ,. Demostrar que el índice positivo do la 
inercia (o sea, el nümero de coeficientes positivos en la forma canó- 
nica) de la forma f no supera p y el índice de inercia negativo no 
supera q. 

12005. Demostrar que si de cada una de las dos formas f y g puede 
pasarse a la otra mediante alguna transformación lineal (no es obli- 
gatorio que soa regular), estas formas son equivalentes. 

Aclarar cuáles de las siguientes formas son equivalentes entre sf 
en el campo de los námeros reales: 

1201. f, — zi — zz fa m I — ii fam a Re 

1202. f, — zi -- 4x jr mnr. — 2s 
Mic 3 — A Ans — 2ys — Aras 
—4 — 4 — A -— 4nd nnd d852y 


1203. Mostrar que todas las formas cuadráticas con respecto a n 
incógnitas pueden dividirse en clases de tal modo que dos formas 
serán equivalentes cuando, y sólo cuando, pertenezcan a una misma 
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clase. Hallar la cantidad de dichas clases en los campos real y com- 
plejo. 

1204. ;Qué valores del rango y la signatura caracterizan las 
clases de las formas cuadráticas reales equivalentes, para las cuales 
la forma f es equivalente a —f? 

1205. En el campo de los nümeros reales hallar el nümero de 
clases de equivalencia de las formas con respecto a n incógnitas que 
tienen la signatura dada s. 

1206. Demostrar que para descomponer una forma cuadrática en 
el producto de dos formas lineales es necesario y suficiente el cum- 
plimiento de las condiciones: a) en el campo de los námeros reales: 
6l rango no supera a dos, y siendo el rango igual a dos, la signatura 
es igual a cero; b) en el campo de los nümeros complojos: el rango no 
supera a dos. 

1207. Demostrar que la forma cuadrática f es determinada positi- 
va cuando, y sólo cuando, su matriz se representa en forma de A — 
75 C'C, donde C es una matriz real regular y C', la matriz traspuesta 


a C. 

1208. Haciendo uso de los problemas 913, 951 y 1207, demostrar 
que una forma cuadrática es determinada positiva cuando, y sólo 
cuando, todos sus menores angulares son positivos. En calidad de 
menor angular de una forma cuadrática se comprende el menor de 
orden 4 que se encuentra en las primeras 4 filas y primeras X columnas 
de su matriz (k — 1, 2, . . ., n; n es el orden de la matriz). 

1209. Demostrar que en una forma determinada positiva todos 
los coeficientes de las incógnitas elevadas al cuadrado son positivos, 
pero que esta condición no es suficiente para que la forma sea deter- 
minada positiva. 

1210*. Demostrar las afirmaciones: 

a) Para que la forma cuadrática f sea determinada positiva es 
necesario y suficiente que no sólo los menores angulares (véase ol 
problema 1208), sino todos los principales de su matriz sean positivos. 

b) Para que una forma cuadrática / sea no negativa (o sea, / 2» 0 
para cualesquiera valores reales de las incógnitas), es necosario y 
suficiente que todos los menores principales de su matriz sean no 
negativos. Mostrar en ejemplos que (a diferencia de las formas detor- 
minadas positivas) para que f sea no negativa, no es suficiente que 
todos los menores angulares sean no negativos. 

€) Para que la matriz simétrica real 4 se represente en forma de 

— C'C, donde C es una matríz regular real, es necesario y suficiente 
que todos los menoros angulares de la matriz A sean positivos, 

d) Para que la matriz simétrica real A se represente en forma de 

— C'C, donde C es una matriz cuadrada real, es necesario y sufi- 
ciente que todos los menores- principales de la matriz A sean no 
negativos. Además, si el rango de 4 es r; ek rango de C también es r, 
y las primeras r filas de C pueden considerarse linealmente indepen- 
dientes y las demás, nulas. 

1211. Demostrar que la forma cuadrática / es determinada negati- 
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va (es decir, f « 0 para cualesquiera valores reales do Jas incágnitas, 
de las cuales no todas son iguales a cero) cuando, y sólo cuando, los 
signos de los menores angulares D;, D,,. . ., D se alternan con la 
Jerticclaridas de ques « 0. Aquí D, es el menor angular de ocden & 
bed, 2 s n) 

Hallar todos los valores del parámetro A, para los cuales las 
siguigites formas cuadráticas son determinadas positivas: 

1219. 5a3 4 ai -- ai -- Ázyr, — 2z, ts — Dzgty. 

1213. 222 -- 2j -- 3aÀ -- 2m. -- 2ayu.. 

1214. 22 al Dai b DAm.z, — 2ayra dk dnas. 

1215. 23 4-4] b zi -k Dryr, e d0zyrs b zuty. 

1216. 222 4-222 4- zi -k 2r, d Ozyrs ^ Dmgts. 

1217*. Se denomina discriminante D, de una forma cuadráttta f 
&l determinante de su matriz. Demostrar que si a una forma cuadrá- 
tica determinada positiva f (zy za. . 5) se le aíiade el cuadrado 
de una forma lineal no nula de las mismas incógnitas, el discriminante 


de la forma aumenta. 


1218*. Sean f(z, z ..., z,) X, ajjz;z, una forma cuadrá- 
D 


tica determinada positiva y q (zs Zo « «5 zn) o f (0, ma i. n). 
Demostrar que para los discriminantes de ostas formas se cumple la 
desigualdad D, «& aj Ds. 

1219*. Demosirar que si la forma cuadrática no negativa se con- 
vierte en cero por lo menos para un conjunto 1o nulo de valores reales 
de las incógnitas, esta forma es degenerada (o sea, su discriminante 
es igual a cero). 

1220*.;Denominaremos composición de dos formas cuadráticas 


J- 21 mt Y go, 2 buit 


la forma cuadrática (f, Bo-2 


a pity. 


Demostrar que: 

2) si las formas y y g son no negativas, la forma (f, g) tambión 
es no negativa; 

b) si las formas f y g son determinadas positivas, la forma (f, g) 
también es determinada positiva. 


1221*. Se denomina transformación triangular la transformación 
lineal tipo 


gm onc uam ce..cb sim 
DULICREO 


Ja — ne 
Demostrar que: 
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a) la transformación triangular es regular y la transformación 
inversa de la triangular, es de nuevo triangular; 
b) los menores angulares D, (k — 1, 2, . . ., n) (véase el problema 


1208) de la forma cuadrática f — Y a,jrjz; para la transformación 


dei 


triangular no cambian. 
1292*. Demostrar que: 
a) para que la forma cuadrática de rango rf — S aiziz, se pue- 
da, mediante una transformación triangular, reducir a la forma de 
fep Ag () 
donde A, s& 0 (E 1, 2, . . ., 7), es necesario y suficiente que 
Dys50 (kr) Dy 80 (kr), Q 


donde Dj (c — 1, 2, . . ., n) son los menores angulares de la forma 
f (véase el problema 1208); 
b) la forma canóníca indicada (1) está determinada unívocamente, 


con la particularidad de quo sus coelicientes se hallan sogn las fór- 
mulas 


M—qmEe (m1 2. n Dyof) t) 
(teorema de Sylvester). 


1223, Supongamos que Ios menores angulares de la forma cuadrá- 
tica f de rango r satisfacen las condiciones (2) del problema antorior. 
Demostrar que el índice positivo de inercia de dicha forma es igual 
al nümero de conservaciones del signo, y el índice negativo, al nüme- 
ro de cambios del signo en la serie de nümeros 


1-2D4D,..4D;. 


Comprobar que en los siguientes pares de formas cuadráticas una 
de ellas es determinada positiva; hallar la transformación lineal 
regular que convierte esa forma on la forma normal, y la otra forma 
del mismo par a la forma canónica, y escribir esta forma canónica 
(la transformación lineal no se determina unívocamente): 
[7 1225. f — 2! 4- 2623 -- MOrgts, 
ga] — zz 4n. g — zi 9622 4- 10,2, 
1220, f — 8x1 — 2822 -- Art -- 16zyz, H- l4áryzs H- 32zaz, 
gcmGbm 25 nz. 
1227. f — 2 b mz. bon. — 2zgrs b Dzgny 
goa pdnacid2nd2nn. 
1228. | — 2j b "I — 255 b a,b rr, b Ángtss 
gab dn. 


10-0279 445 


1229. f — xt — 1523 ^ Aryr, — 2rza c rete. 
gon dS de B oe ánzs — 204 — Mares 

1230*. Supongamos que se da un par de formas f, g con respecto 
a las mismas incógnitas, con la particularidad de que g 2» 0. Demnos- 
trar que la forma canónica 

de] .»SMÁR 

que 3e,obtiene para la forma f con cualquier transformación lineal 
que reduce ]a forma g a la forma normal (es decir, a la suma de 
cuadrados), se determina wnívocamente con una precisión de hasta 
el orden de los sumandos, además sus coeficientes A; As - «An 
son raíces de la denominada A-ecuación del par de formas f, g. a saber: 
de la ecuación | A — ^B | — 0, donde A y 7 son las matrices de 
las formas f y g. respectivamente. 

iSo podrán reducir los siguiontes pares de formas cuadráticas à 
la forma canónica mediante una transformación lineal regular real? 

1231. f — zi -b Am, — 2$. 1292. [ ijdem — 0b 

LIES REL g—X—2nn. 

1233. Supongamos quo so dan dos formas determinadas positivas 
] y g, y quo una transiormación lineal regular de las incógnitas reduce 
la forma / alaspecto Y Auf y la forma g a la dorma normal, y la 

es 

segunda transformación, al contrario, reduce la forma f a la forma 


normal y g a la forma 3 judt. Haller la relación entre los coeficien- 
TA 


ar cen An Y Har seen Has , 
uscar là transformación lineal, hallar la forma canónioa de 
dicha forma f a la que sc reduceésta, mediante la transiormación que 
reduce, al Aiismo tiempo, la forma g dada (g 2» O) a la forma normal: 
1234. f — 21xt — 1821 -- B3 -F Azar, -- 287,14 t Üaat, 
go Mai e O22 4-02; — 12r, - 122,25 — Gzgts. 
1235. | — li — ri -- Mz) Bayz, — Mayra — 202.22. 
go ui -b Onlp-L Om e d2zyr, — 10z,z, — 2xgts. 
1236. Domostrar que dos pares de formas 5, £ y fs, £« donde gi 
y g; están determinadas positivas, son equivalentes (o sea, existe 
una transformación lineal regular que reduce f, a f, y £i a £) cwando, 
y sólo cmando las raíces de sus A-ecuaciones |4; — Mi | 0 y 
14, — 1B, | — 0. coinciden. 
Sin buscar la transformación lineal de un par en otro, aclarar si 
son equivalentes los siguientes pares de formas: 
1237. f, — 2:1 - 32i — 3 -- 2yr. - tts 
di n cb 2p — Anz 
f, Dx Bri b 22) e darn, e Ányrs — Dry 
g,cocpd OH Bá b Pn. Ds 
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Ari Gu -- 2132 -- Amy, — Ázyrs — 22ryny. 

Ami -L Rd --(Óxi d rir, — Aryr, — xy, 

Sai dr 6x -e Óxi — Ozyr, — Ünzy 4b dArurs. 

Bac ai E Bud Ri — nz, — Oryrs 2L 2zgry. 

Hallar ja transformación lineal regular que reduce un par de 


formas cuadráticas f;, g; a otro par f;. 2; (la transformación buscada 
se determina no univocamente): 


1239. f, — 2232 — 722 d- 2,2. 
—ig — 3j; — Mya. 
- 22 -dXi-Ld0zz, 
8. d03yp c 25yi E 369. 


$8 
pug 


i 
g, — 29i -- Ap - 209. 

1241. Supongamos que f (zy xs .. 5 Xa) Y E (e Rh sls my) 
son dos formas cuadráticas de las cuales por lo menos una es detor- 
minada positiva. Demostrar que las esuperficies» / — 1 y g — 1 en 
un espacio n-dimensional no se intersecan (o sea, no tienen puhtos 
comunes) cuando, y sólo cuando, la forma f — g está determinada. 


1242*, Demostrar que la forma canónica 5) yf, a que se reduce 


(E 
la forma cuadrática f mediante una transformación ortogonal, está 
determinada unívocamente con la particularidad de que sus coefi- 
cientes À;, As, ..., À, son raíces de la ecuación característica 
|4 — AE | — 0 de la matriz 4 de la forma f. 

Hallar la forma canónica a que se reducen las siguientes formas 
cuadráticas mediante una transformación ortogonal, sin buscar 
la misma transformación: 

1243. 321 -- 3:3 -F 4mm, -- Aryra — 2ryrs. 

1244. 723 -- Tai —- 723 4- Dy, b 2ryt, b Dryry. 

1245. ai — 2ryr, — 213 — 2z,zs. 

1246. 322 -- 3z2 — 23 — Ozyrs d- Ázszg. 


21 
12475. 3 nz. 
m 


Hallar la transformación ortogonal que reduce las siBuientes 
formas a la forma canónica (reducción a los ejes principales) y escribir 
esa forma canónica (la transformación no está definida unívoca- 
mento): 


1248. 021 - 522 -k Tai — Ázyr, d Árarg. 
1249. 14zi 4r Bai -- 22? 4- l6z,z, -- 4mm, — D0x.ry. 
1250. z? -- 22 4- 523i — Oz, — 2z,zs -- 2zszs. 


10* 44? 


1251. 23 «c zl -- xj d- Ámyr, d Áryr, d- Áxgry. 

1252. 172] -- ldzi -- 1àri — ázyr. — Ázyra — Stet, 

1233. à — Bal -F ai -k Ázyr. dp 2xgrs-R Aman. 

1254. Bri — 722 -- &l -- Bz,z. — 2myr. d- Brams. 

1255. 2z,r, — Oxyzs — Or,z, 4 Dru. 

13236. Bri -- Sul -- Sai ^F zi — lOz,r, -- 2x,zy -- üryz, d- 
&oÓzgz, dc 2,2, — d0zgz.. 

1257. 3a? -- Sr,r, — 321 ^F xà — Ayr, d zi. 

1258. aj -- 2x, 4-22 — 23) — 4xyr, — 232. 

1239. Oz! -- 5x 4- 9:3 ^F Sij -- Bz,z, — Áryr, dr Arat. 

1260. 41? — 4zuz, dp zd 4-931 — Ami b d2zam, ox 

1261. 422 — 4 — Sz,r, -- 22i — 5 -- Órr, d- 32. 

1202. 323 -- Byz, — 3a H- rd — Órgr, — hri d- Ari P Agro ont 


2 " " 
1263. 2o Naz, 3264. Pp 
- à - 

Hallar la forma canónica a que se reducen las siguientes formas 
mediante una transformación ortogonal y expresar las nuevas in- 
cógnitas a través de las anteriores (la transformación buscada no es 
unívoca): 

1265*. Denominaremos dos formas cuadráticas equivalentes orto- 
gonalmente si de una de cllas se puede pasar a la otra mediante una 
iransiormación ortogonal. Demostrar que para una equivalencia 
erjogonal de dos formas es necesario y suficiente que los polinomios 
catacterísticos de sus matrices coincidan. 

Aclarar cuáles de las siguientes formas cuadráticas son equivalen- 
tes ortogpnalmente: 

1260. '] — 922 -- 9r -- 122,2, -- 12g — Brio 

go —Ày F6 e 69s — 124a T 12)ia -F Olio 
ho Mz? — 4A p ddl -- Bn. — 2nzs t Bnis. 
1267. f — Tài 4. rb ri — Ban, — Brun. — 162,0. 
gm S1 — V — Mas — tallo e tia e tallas 
h-4—234-2V2225. 

1268. Demostrar que cualquier matriz simétrica real A puede 
representarse en la forma: A — Q-!BQ, donde Q es una matriz orto- 
gonal y B, una matriz diagonal real. 

Para las siguientes matrices hallar la ortogonal Q y la diagonal 
real B tales que la matriz dada se represente en forma de Q7!8Q: 

1269. ( 2 0 1270. 2 2—2 

2 i) ( 2 :x) 
0—2 5 -2-4 5 

1271*. Demostrar que todos los nüámeros característicos de una 
matriz simétrica real A yacen en el segmento [a, b] cuando, y sólo 
cuando, la forma cuadrática con la matriz A — A,E está determi- 
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nada positivamente para cualquier X, — a y determinada negativa- 
monte para cualquier 2, — 5. 

1272*. Sean A y B matrices simétricas reales. Demostrar que si 
los námeros característicos de la matriz 4 yacen eu el segmento [a, bI 
y los de la matriz 2, en el segmento le, dl, los námeros característicos 
de la matriz A -- D están en el segmento [a 4- c, b -- d]. 

1273. Demostrar que una forma cuadrática real y regular puede 
reducirse a la forma normal mediante una transformación orlogonal 
si, y sólo si, su matriz es ortogonal. 

1274. Demostrar que una matriz de forma cuadrática determina- 
da positiva es ortogonal cuando, y sólo cuando, esa forma es una 
suma de cuadrados. ;De qué modo puede enunciarse esta tesis en el 
lenguaje de matrices? 

1275*. Demostrar que cualquier matriz regular real A puede repre- 
sentarse como 4 — QZ, donde Q es una matriz ortogonal y A una 
matriz triangular tipo 


bu b bis ee Bn 
D bua bns eee rn 
[Nr 
o o ! [] bon 


con elementos positivos en la diagonal principal, y esta representación 
es ünica. 

1276*. Demostrar que: 

a) cualquier matriz regular real A puede representarse tanto en. 
forma de 4 -- Q,B,, como 4 — Q,B,, donde las matrices Q, y Q, 
son ortogonales y reales y B; y B, simétricas reales y con menores 
angulares positivos. Cada una de dichas representaciones es ünica; 

b) cualquier matriz rogular compleja 4 puede representarse tanto 
en forma de 4 — Q,H,, como A «« B,0,, donde las matrices Q, y Q4 
son unitarias y B; y D,, hermitianas con menores angulares positivos 
(la matriz B se denomina hermitiana si B' — B). Cada una de esas 
representaciones es ünica; 

€) sean A una matriz simétrica (o hermitiana) con menores angu- 
lores positivos y 8 una matriz ortogonal (unitaria correspondiente- 
mente). Demostrar que: 

1) los productos AB y BA serán matrices simétricas (hermitianas) 
con menores angulares positivos cuando, y sólo cuando, B sea una 
matriz unidad; 

2) los productos AB y BA serán ortogonales (unitarios), cuando, 
y sólo cuando, A sea una matriz unidad. 


PARTE IV. 


ESPACIOS VECTORIALES 
Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALES 


$ 16. Espacios vectorieles afines 


15). Los vectores de la base en. forma 


róntes; or ojemplo z (xz, zs; . 
En a P. "dontzo dol paréntesis y las coordonadas dol vector. 


matricial, se escriben en fila. 
em columna dentro del paréntess. 
Se denomina matriz del cambto de la baso 


iclal ei. ea... s. en por la 


nueva ej, ei, eia matri T e (u)P. en cuyas columbas se sncuentun 
coordenadas de ls muevos vectores bísicos en la base inicia]. Así, p 
se» nueva o inicial están relacionadas por una igualdad matrielà 


tei. 6s e) 7 (6s 0h rm 6e [u] 


Para esas designaciones las coordenadas z,, zs, « . ., zy del vector z en la. 
báse inicial se relacionan con las coordenadas zi, 24. « . -. z; del mismo vector 
^ 


on la nueva base mediante las igualdades z; 2 fiz;, 0 escriblondo en forma 


^ E 
a ) si ) [7] 
E E 


Se denomina subespacio lineal de un espacio vectoríal R un conjunto no 
yacío (o sea, que contiene por lo menos un vector) D do vectores de /I que posee 
las eiguientes propiedades: 

1) la suma z -- y de cualesquiera dos vectores de L pertenece de nuevo a L; 

2) el producto az de cualquier vector z de £ por cualquier nümero c por- 
tenece de nuevo a L, 

Se denomina variedad Iineat del espacio vectorial H el conjunto de P vec- 
tores de R, obtenido afadiondo un mismo vector zy a todos los vectores de 
cierto subespacio L de "t. Esta relación de P y L se designará de la siguiento ma- 
nero: P — L -- 2, 6 L « P—2,. Diremosque la variedad lineal P osiá obtonica 
de un subespacio lineal Z por medio del. desplazamionto paralelo en el vector zy. 

3e denomina dimensión de una variedad linoal la dimonsión del subespacio 
Jjneal, desplazando parsielamente al cual e obtuvo la variedad dada, El hecho 
de que dicha definición es correcta se desprende de la afirmación del problema 
1331. Las variedades lineales unidimensionales se llamarán rectas, y las bidi- 
mensíonales, planos. 


[n 


" 
matricial. 


Se denomina suma de dos subespacios lineales L, y Ly del espaclo H un con- 
junto S — L, 4- L, de todos los vectores pertenecientes a H, cada uno de los 
cuales se representa como z—z, -i- z;, donde z, € Lj y £, € L;. Aquí la notación 
& € 4. signilica: el lemento 2 pertenece alconjunio A». S6 llama tnterseceión 
de dos subespacios lineales L, y Ls del espacio vectorial Hel conjunto D e 
7 L, f| L, de todos los vectores de H, cada uno de los cuales pertenece tanto a 
Ly, como à L. : 

Se denomina suma directa de dos sub: s lineales L, y L; del espacio 
vectorial H la suma de estos eseepacien à condición de que su intersección con-. 
siste sólo del vector nulo, es decir, L, | L; — 0. En caso de la suma diracta 
escribiremos S z L, 2 Le. 

El espacio vectorial n-dimensiona! se indicará con la notación ft, Si no 
e dice de antomano lo contra se considera que a título de campo principal 
6 toma el campo de los námeros reales, 0 sea, A consiste de todos los vectores 
m-dimensionales con cualesquiera coordenadas reales. 


Los vectores &j. 6j. - . ., €, y a vienen dados por sus coordenadas 
en cierta base. Mostrar que los vectores 6j €, . . e, forman de 
por sí una base y. hallar las coordenadas del vector z en esta base: 

1277. e — (1.1, 1), es e (11,2) es — (1,2, 3); a — (6,9, 14). 

1278. e, — (2, 1, —3). e — (9. 2, —5), es — (1, —1, 1); 

$- (6,2, 
1279. e, — (1, 2, —1,.—2), e; — (2, 3,0, —1). es — (1,2, 1, 4), 
e, — (4.3, —1, 0; z — (1, 14, —1, 2..— t 

Demostrar que cada uno do los dos sistemas de vectores es base 
y hallar la relación entro las coordenadas del mismo vector en estas 
dos bases: 

1280. e, — (1, 2, 1), es e» (2. 3, 3). es — (3, 7, 1); ej — (3,1, 4) 

e; — (5, 2, 1), e; — (4, 1, —6). 
1281. e, — (1, 1, 1, 1), e; — (1, 2, 1, 1). es 
e, 7 (4,3,2,3); ei — (1,0,3,3), e; — (—2, 
e, — (2, 2, 5, 4), ej 9 (—2, —3, —4, —4). 
1282. Hallar las coordenadas del polinomio 
f(z) — a, -- az c ag nica 

2) en la base 4, z, 25, . 

b) en la base 1, z — c, JN cus (2— ^, aclarando 
que los ültimos polinomios forman en realidad una base. 

1283. Hallar la matriz del cambio de Ja base 1, z, z*, .. ., a^ 
por la base 1, z — a, (z — a)*, ..., (z — «)" del espacio de los 
polinomios de grado inferior o igual a m. 

1284. jDe qué modo variará la matriz del cambio de una base 
por otra si: 

a) se cambian de sitio dos vectores de la primera base, 

b) se cambian de sitio dos vectores de la segunda base?s, , 

c) se escriben los vectores de ambas bases en orden inverso? 

iSerá un subespacio lineal del correspondiente espacio vectorial 
cada uno de los conjuntos de los vectores mencionados en los siguien- 
tes problemas? 


1, 2, 1), 


z* 
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1285. Todos los vectores del espacio vectorial n-dimensional, 
cuyas coordenadas son nümeros enteros. 

1286. Todos los vectores del plano, cada uno de los cuales yace 
en uno de los ejes de coordenadas Oz y Oy. 

1287. Todos los vectores del plano, cuyos extremos yacen en 
wma recta dada (si no se dice de antemano lo contrario, el origen de 
d vector se supone coincidente con el origen de las coorde- 
nadas). 

1288. Todos los vectores del plano, cuyos orígenes y extremos 
yacen bn la recta dada. 

1289. Todos los vectores de wn espacio tridimensional, cuyos 
extremos no ostán en la recta dada. 

1290. Todos los vectores del plano, cuyos extremos yacen en 
el primer cuádrante del sistema de coordenadas. 

1291. Todos los vectores de H,, cuyas eoordenadas satisfacen la 
ecuación z 4p z, db... za eO. 

1292. "Todos los vectores de Jt,, cuyas coordenadas satisfacen Ja 
ecuación zj- zy... dz, m d. 

1293. Todos los vectores que son combinaciones lineales de 
vectores dados: zy, 2, . . ., 2, de Rs. 

1294. Enumerar todos los subespacios lineales de un espacio 
vectorinl. tridimensional. 

1295. Supongamos que el subespacio lineal L, contiene el subespa- 
cio lineal Lj. Demostrar que la dimensión de La no supera a la de La, 
con ja particularidad de quo las dimensiones son iguales entre si 
cuando, y sólo cuando, L, — L,. zEs válida la áltima afirmación 
para cualesquiera dos subespacios lineales del espacio dado? 

(1296. Demostrar quo si la suma de las dimensiones de dos subespa- 
cios lineales del espacio n-dimensional supera a n. dichos subespacios 
poseen un, vector no nulo comün. 


Demosftar que los siguiontes sistemas de vectores forman subespa- 
cios linenles y hallar su base y dimensión: 

1297. Todos los vectores m-limensionales, que tienen iguslos 
Ja primera coordenada y la ültima. 

1298. Todos los vectoros n-dimensionales, cuyas coordenadas 
con mámeros pares son nulas. 

1299. Todos los vectores n-dimensionales, cuyas coordenadas 
con nümeros pares son iguales entre sí. 

1300. Todos los vectores n-dimensionales tipo (z, B, . B, ct fh ..) 
donde c y D son cualesquiera námeros. 

1301. Demostrar que todas las matrices euadradas de orden n 
con elementos reales (o elementos de cualquier campo P) forman 
Wn espacio vectorial sobre el campo de los nümeros reales (correspon- 
dientemente, sobre el campo P), si en calidad de operaciones se toman 
la adición de las matrices y la multiplicación de la matriz por un 
mámero. Hallar la base y la dimensión de ese espacio. 

1303. Demostrar que todos los polinomios de grado «cm con una 


[1 


variable que posee coeficientes reales (o  coelicientes de cualquier 
campo P) forman un espacio vectorial si a título de operaciones se 
toman las operaciones corrientes de adición de los polinomios y mul- 
tiplicación del polinomio por un námero. Hallarla base y dimensión 
de dicho espacio. 

1303. Demostrar que todas las matrices simétricas forman un 
subespacio linea! del espacio de todas las matrices cuadradas de 
orden n. Hallar la base y dimensión de dicho subespacio. 

1304. Demostrar que las matrices antisimétricas forman un subes- 
pacio lineal dol espacio de todas las matrices cuadradas de orden n. 
Hallar la base y dimensión de dicho subespacio. 

1305. Demostrar que si el subespacio lineal L del espacio de 
polinomios de grado scm contiene por lo menos un polinomio de 
grado / para k — 0, 1, 2, . . ., p, pero no contiene polinomios de 
grado k — p, entonces L coincide con el subespacio L, de todos los 
polinomíos de grado «p. 

1306. Sea f una forma cuadrática no negativa con respecto a m 
incógnitas de rango r. Demostrar que todas Jas soluciones de la ecua- 
ción f — O forman wn subespacio lincal (m — r)-dimensional del 
espacio H,. 

1307. Demostrar qué^las soluciones de cualquier sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con 7 incógnitas de ráfigo r forman 
un subespacio lineal de dimensión d — n — r del espacio n-dimensio- 
nal R,, y viceversa, para cualquier subespacio lineal L de dimensión 
d del espacio Rt, existe un sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
con n incógnitas de rango r ^ n — d, cuyas soluciones ocupan pre- 
cisamente el subespacio £ dado. 

1308. Hallar alguna base y la dimensión de un subespacio lineal 
L del espacio Re, si L está dado mediante la ecuación z, -- za -- ..- 
e d, omm O. 

1309. Demostrar que la dimensión del subespacio lineal L tendi- 
do sobre los veetores z,, 25. . . ., 2 (es decir, un subespacio de todas. 
las combinaciones lineales de dichos vectores), es ignal al rango de 
la matriz, compuesta de las coordenadas de los vectores dados en 
alguna base, mientras que on calidad de base del subespacio L puede 
tomarse cualquier subsistema máximo linealmente independiente 
del sistema de dichos vectores. 

Hallar la dimensión y base de los subespacios lineales, tendido 
sobre los siguientes sistemas de vectores: 

131 — (Q2. 1. 1, 0), a4 — (t, 1, 1, 2, 
3). 


2 (2, 2, 0, 0, —1), a4 — (1, 1 
Hallar los sistemas de ecuaciones lineales que prei 
pacios lineales, tendidos sobre los siguientes sistemas de vectores: 
1312. a, — (1, —1, 1. 0), a, — (1, 1, 0, D, as — Q2, 0, 4, 1). 
1313. a, — (1, —1. 1, —1. 5), a; — (L, 1; 0, 0, 3), a, — 
— (8. 1,1, —1, 7). a, — (9, 2, —5. 1. 2). 


158 


1314. Demostcar que la suma y la intersección de dos subespacios 
"lineales del espacio H, son de por sí subespacios lineales del 
mismo espacio. 

1315. Demostrar que la suma S — L, -- L, de dos subespacios 
lineales del espacio R,, es igual a la intersección de todos los subespa- 
cios lineales de R, que contienen tanto Z4, como tambión L,. 

1316. Demostrar que la suma de las dimensiones de dos subespa- 
cios lineales del espacio R, es igual a la dimensión de la suma más 
la dimensión de la intersección de estos subespacios. 

Hallar la dimensión s de la suma y la dimensión d de la inter- 
sección de los subespacios lineales: L, tendido sobre los pone 
4405... 0 Y Le, tendido sobre los vectores 5j. 5;. 

1317. a1 — (1.2, 0, 1) a; — (1, 1.1.0); b — (1,0, 1, w eleg 
2 (4, 3, 0, 4). 

] [PE 1, 4, 1) a, — (1, —1, 1, —1), a — (1, 3, 1, 3); 
b, — (1, 2, 0, 2), b; — (1. 2, 1, 2), bs — (3. 1, 3, 1). 

1319*. Sean L, un subespacio lineal del espacio Ft, con una base 
4a. 3 ss Gy Y Ls un subespacio lineal del mismo espacio con la 
base bi By... s b. 

Demostrar las iguientes reglas de construcción de la base de la 
suma S — L, -- L, y la base de la intersección D — £, f| Li: 

1) Como base de la suma S sirve el subsistema máximo lineal- 
mente independiente del sistema de vectores a,, . . ., a4, bj... Di. 
Su construcción se reduce al cálculo del rango de la matriz formada 
de las coordenadas de ese ültimo sistema de vectores. 

2) La base de la suma $ puede obtenerse, aíiadiendo a los vectores 
linealmente independientes aj, . . ., dy algunos de los vectores 
i b; (problema 659). Cambiando (si es necesario) el orden 
de los filtimgs vectores, puede considerarse que los vectores ay, .. ai. 


by sss 3A forman la base S. 
La igualdad 
dud E i.e nya. m bi d esie ybi [e 
es equivalente al sistema de m ecuaciones lineales homogéneas con 
dt 4- LDincógnitas z,, . . ., z4, yy - - .. y; de rango s. Ya que las pri- 


raeras s columnas do la matriz del sistema som linealmdente inde- 
pendientes y, por consecuencia, por lo menos un menor de orden s 
en esas columnas es distinto de cero, entonces en calidad de las 
incógnitas independientes pueden tomarse las ültimas  4- | — s — d 


incógnitas ,.i ei... . yr. Por eso puede hallarse el sistema funda- 
mental de soluc 


ies 


Vus Yi ee Ep Viro ios e 


sgu G1. 2,...d) Q) 
paro el sistema de ecuaciones (1) tal que 


cy rm [seo [ 


Ja smhl ci 


entonces el sistema de vectores 
n 
23a - 
Lj 
es la hase de la intersección D. 


4) [2 


Observación, Como d — Kk 4- 1 — s, esto da la segunda solución 
del problema 1316. 

Hallar las bases de la suma y la intersección de los subespacios 
lineales, tendidos sobre los sistemas de vectores a. .. .. ay y b... - 


u-—- 

1320. a, — (1. 2. 1). 3m -0 —1) a,— (1.3, 3; b — 

- (2. 3, —1), b, — (1. 2, 2, b, , 3). 

1321. a, — (1, 2. 1, —2), a, — (2. 8, 1, 0), a, — (1, 2, 2, —3y: 
5, — (1.1.1, 1), PHI b, -- (1, 3. 0. —4). 

1322. a, — (1, 1, 0, 0), a, — (0, 1, 1, 0), a5 — (0,0, 1, 1); b, — 

»- (1, 0/ 1,0), b, — (0. 2, 1. 1), 6, — (4,2. 1.2). 

1323. Demostrar que si la dimensión de la suma de dos subespa- 
cios lineales dol espacio Ft, supera la dimensión de su iritersoccíón 
en una unidad, la suma-eoincide con uno de esos subespacios y la 
interseeción con el otro. 

1324, Sean L, L, y L4 subespacios lineales del diiiala R,. Demos- 
trar que L será la suma directa de Z, y L, cuando, y sólo cuando, 
se cumplan las condiciones: 

a) L contiene L, y Ly: 

b) cada vector z € L se representa unívocamente en forma de 
z — z,-p ms donde a € L, 2; € D. En otras palabras, là suma 
L — L,-- L, essuma directa si, y sólo si, para cualquier vector 
z € L la representación z — z, - z, donde z, € L,, z,€ L, es 
unívoca. 

1325. Demostrar que la suma S de los subespacios lineales L, 
y L, será suma directa cuando, y sólo cuando, por lo menos un vector 
€ S se represente univocamente como z — a, -- z. donde z, € £i. 


i 


» € L. 

1326. Supongamos que el subespacio lineal L es la suma directa 
de los subespacios lineales L, y L;. Demostrar que Ja dimensión de 
L es igual a la suma deos dimensiones de L; y L; con la partieulari- 
dad de que cualesquiera bases de L, y L, dan jwntas la base de 6. 

1327. Demostrar que para cualquier subespacio lineal L, del 
espacio Ft, puede hallarse otro subespacio £;, tal que todo el espacio 
R, sea Ja suma directa de L, y Ls. 

1328. Demostrar que el espacio Hi es la suma directa de das 
subespacios lineales: L,. dado por la ecuación z, -- xa «. «b X& 


— 0, y Ls. dado por wn sistema de ecuaciones z, — z, — ... — zs. 
Hallar. ies proyecciones de los versores 
ei 2 (0.0,0..... 0), e — (Q. 1,0. 268m (. 0, 0, 


sobre L, paralelamente a L, y sobre L; paralelamente a a. 
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1829. Demostrar que el espacio de todas las matrices cuadradas 
de orden m es la suma directa de los subespacios lineales Z, de 
matrices simétricas y L, de matrices antisimétricas. Hallar Jas 
proyecciones de 4, y 4 de la matriz 


d sui 
(n Psé J) 
00...1 


sobre L, paralelamente a L, y sobre L, paralelamento a £j. 
1330. Demostrar que las soluciones de cualquier sistema compa- 


tible de ecuaciones lineales con n incógnitas de rango r forman una 
variedad lineal del espacio Ft, de dimensión d — n — r, y viceversa, 
para cualquier variedad lineal d-dimensional 7^ del espacio R,, existe 
Wn sistema de ecuaciones lineales con n incógnitas derango r — n — d, 
cuyas soluciones ocupan precisamente Ja variedad /^ dada. 

1331. Supongamos que se dan dos variedades lincales (véaso la 
introducción) J^, — L, cz, y P. — L,- x, donde £4, L, son 
Subespacios lineales y ay, z;, vectores del espacio ,. Demostrar 
que J^, — JP, cuando, y sólo cuando, £y — L, y z, — a, € Ly. Así, 
pues, el espacio lineal, desplazando paralelamente el cual se obtione 
dicha variedad, se determina unívocamente. 

1332. Demostrar que si P — L -- zy. donde L es un subespacio 
lineal y zy, un vector del espacio Rt,, entonces el vector perteneco 
ala variedad P y después de sustituir este vector por cualquier vector 
m € se obtieno la misma variedad P. 

1933. Demostrar que sj una recta tieno dos puntos comunes con 
la vériedad, lineal, ella está toda en esa variedad (en este caso el 
punto se identifica con el vector el cual tiene las mismas coordena- 
das que el punto, es decir, el cual va desde el origen de las coordena- 
das hacia el punto dado). 

1334*. Demostrar que cualesquiera dos rectas del espacio H, 
(nz» 3) están en cierta variedad lineal tridimensional que yace 


1335. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
dos rectas z — a, -F a, y z — b, -- b,t del espacio R, (n 2 1) 
se encuentren en un mismo plano. 

1336. Hallar las condiciones necesarías y suficientes para que 
dos rectas x — ag -- a,t y z — b, -^- b,t pasen por un mismo punto 
pero que no coincidan. Indicar el método de büsqueda del punto do 
intersección de esas rectas. 


Hallar el punto de intersección de dos rectas ay 4- ast y by -- bt: 
b, 


1397. a, — (2, 1, 1 —(2 3 1, 1, —y 5 — 
— (1, 4, 2, 1, 2), b — (1, 2, 1, 0, 4). 

1338. a, — 4, 0, 1, 1, 2; b — 
z (2, 2, —1, —1, —2), 5b, ; 4« 0, 4; 0, 
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recta que interseque dos rectas dadas z — a, -- ast y  — by 4- bit. 
Indicar e! método de construcción de semejante recta y los puntos 
de intersección de ella con las rectas dadas. 


Hallar una recta que pasa a través de un punto, dado por el vector 
€ y que interseca las rectas z — a, 4- at, z — b, -- 0,t y buscar los 
puntos de intersección de la recta buscada con las dos rectas dadas: 

1340. a, — (1,0, —2, 1), a, — (1,2, —1, —5); bo — (0, 1,1, —1), 

— Q, 8, —2, —4; e — (8, 9, —11, —15). 

A841. a, — (4, 1, 4, D, a; — (1, 2, 1,0); b — Q, 2, 8, 4) 
b,— (0,0, 1, 3: € — (4, 5, 2. 7). 

1342. Demostrar que cualesquiera dos planos del espacio H, 
están en la variedad lineal de dimensión «5. 

1343. Demostrar que dos variedades lineales del espacio P, 
de dimensiones k y 1, respectivamente, están en la variedad lineal 
de dimensión «ck 4- 04-1. 

1844. Demostrar que si dos variedades lineales — ^ de dimensión 
k y Q de dimensión — del espacio R, tienen un punto comün con 
la particularidad de que  -- 2 n, su intersección es una variedad 
lineal de dimensión 22k -- 1— n. iQué tieoremas se desprenden de 
aquí para los espacios tridimensional y cuadridimensipnal? 

1345. Describir todos los casos de la disposición mutua de dos 
planos r — a, 4- a,t4- a,t, y z — b, d- b,t,-- b, en un espacio 
n-dimensional y seiialar las condiciones necesarias y suficientes para 
«ada uno de estos casos. 

1346. Sean 


[PII TS (1) 


cualesquiera À 4- 1 vectores del espacio R,. Demostrar que todos 
los vectores tipo 


zo— yas de 0, d- LL. d 044. (2) 
dondo los nümeros a, c, 


sfacen la condición 
Qo d o A m 3) 


forman una variedad lineal P, cuya dimensión es igual al rango 
del sistema de vectores 


» a S 


44—40. .... 04 — e. [2] 


JP es una variedad de dimensión mínima que contiene todos los 
vectores (1). El papel de a, lo puede desempeíiar cualquiera de estos 
vectores. Viceversa, para cualquier variedad linea! dimensional P. 
existe un sistema de k -- 1 vectores (1), tal que PP consta de todos 
los vectores tipo (2) a condición de (3). con la particularidad qüe el 
sistema de vectores (4) es linealmente independiente. 

1347*. Se denomina segmento con eztremos en los puntos dados por 
los vectores a,. a del espacio R, el conjunto de todos los puntos, dados 
por los vectores tipo z — 2,0, 4- 2,a4,, donde a, -- q, — 1 y 0 
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«o «x d, 0 xo, «1. El conjunto M de los puntos del espacio 
H, se denomina convezo si para cualesquiera dos puntos de M todo 
el segmento con los extremos en dichos puntos está en M. Mostrar 
que la intersección de cualquier sistema de conjuntos convexos del 
espacio R, es un conjunto convexo. Se llama clausura conveza del 
conjuntb dado A del espacio R,, la intersección de todos los conjuntos 
convexos de FR, que están en A. Demostrar que la clausura convexa 
de un sistema finito de puntos pertenecientes a. Jt, dados por los 
vectores d4, 45, . . ., «t4, Consta de todos los puntos dados por los 


vectores tipo 2 — o44, 5 &30, -- ...-- aam, donde Y d, —4 y 
m 


Osca, ei (Le 1, 2, .... K). 

. 1948*. Hallar la forma de un cuerpo en la sección de un parale- 
lepípedo cuadridimensional (on caso del sistema cartesiano rectangu- 
lar de coordenadas es un cubo cuadridimensional) | z, | & 1 (i — 1, 
2, 3, 4) por wn hiperplano tridimensiona! con la ecuación z, »- z; -- 
xx, 0. 

1349*. 'Hallar la proyección de un tetraedro cuadridimensional, 
limitado por subespacios tridimensionales de coordenadas y el hiper- 
plano, 4- z, 4- z,- z4 — 1, sobre el subespacio z; -- zy -- zy J- 
*- x, — 0 paralelamente a la recta z, — z$ — z4 — z4. 

Ébso*. Domostrar que la disgonal de un Parelelepípedo n-dimen- 
sional se divide en n partes iguales por los puntos do intersección 
de ésta con las variedades lineales (n — 1)-dimensionales, trazadas 
por todos los vértices del paralelepípedo paralelamente a la variedad 
Jinedl. trazada por los extremos de todas las n aristas, cuyo origen 
coincide con uno de los extremos de dicha diagonal. 


$ 17. Espacios unitarios y euclideos 


e denomina espacio euclídeo (unitario respectivamente) /t, un espacio vecto- 

rial n-dimensional sobre el campo de los nümeros reales (complejos, correspon- 

dientomente), en el cual a cada par de vectores z, y les corresponde un nümero 

1eol (complejo, correspondienterente) (z, y) que se denomina producto escalar 

de estos vectores, con la particularidad de que se cumplen las condiciones: 
n) en caso del espacio ouclídeo: 


6m, y) — uon [7 

(no geo) m ons y) e Gne gu Q 

(ez, y) a (3) 

para cualquier nümero real a. 
Si (2-0, (m, 2) - 0: [2] 
b) en caso del espacio unitario: 
Go - Qm, a» 
(zi zs y) m my y) c Gne, De Q 


lo que coincide con (2); 
[EE e» 
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para cualquier nümero complejo a. 
Si 220, G2) 0, [2 
lo que coincide con (4). 
La base (o en general, un sistema de vectores) es, es, « . ., ey so denomina. 
ertonormal si 
lue: 1, 8i dej. 
fes t) ( 0 si ij. 


Si no hay otras indicaciones, se considera que las coordenadas de todos los 
vectores se toman en una base ortonormal. 

Los vectores z e y se denominan ortogonales si (z, y) — 

Se denomina proceso de ortogonalización del sistema de vectores a,, a 
. .,. 0, el paso de este sistema al nuevo Dj, D, .. ., b, construido de 
guiente manera. 


i-a 5. (9 


dondo e, 2-3. 22 


) 

si bi0. , 
E] valor de c, se obtiene, multiplicando la igualdad quo expresa by a tra- 
vés de ay y bj (o 1,2... k — 3), por 6t a condición de que (by, 5j) — 0. 


(—1, k—1), $i b; 3&0, y e, es cualquier nümoro 


1351. Demostrar que de las propiedades del producto escalar, 
sefialadas en la introducción, se desprenden las siguientes propieda- 
4 ! 


8) (z, gna d- yi) — Gr. yn) -- (n. ya) para cualesquiera vectores 
del espacio euclídeo (unitario); i 
3) (a, ay) — & (x. y) para cualesquiera vectores z, y del espacio 
euclídeo y cualquier nümero real a; 

€) (x, ay) — & (m. y) para cualesquiera vectores a, y, del espacio 
wnitario y cualquier nümero complejo a; 

d) (xy — zs. y) — Gi y) — Gra y» 

e) (r, 0) — 0. 

1352. (Qué propiedades debe poseer la forma bilineal g -» 


m S) aua; para que su valor con respecto a las coordenadas de 
Pn 
cualesquiera dos vectores 


[2 ET] 


de wn espacio vectorial real R, en cierta base ej, e, . . ., e, pueda 
tomarse como producto escalar de estos dos vectores que define el 
espacio euclídeo n-dimensional? A qué son iguales los productos 
escalares de los vectores de la base escogida? 

1853. Supongamos que se da una forma bilineal hermitiona g — 


z 


- p aisi. La raya sobre la incógnita y; significa qué al susti? 
nm 


tuir y; por su valor numérico «, es necesario cambiar y, por el valor 
complejo conjugado z;. Supongamos que la matriz 4 — (a,j) ? de 
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esta forma es hermitiana, o sea, aj; — aj (& ) — 1, 2... « n). 
Mostrar que los valores de la correspondiente forma cuadrática hermi- 


tianaf — X agr, son reales para cualesquiera valores complejos 


dez, za... mss y Sb la forma f es determinada positiva, o sea, 
/ 2» O para cualesquiera valores complejos de z;, z;, . . ., zs, de los 
*uUales no todos son nulos, entonces al definir el producto escalar 


mediante la igualdad (m, y) — 3 air, donde 2, .. 4 2. 0 


DES 
Jas sos Js S00 las coordenadas E los vectores z e y, respectiva- 
mente, en cierta base ej, . . ., e, de un espacio vectorial complejo 
AR, dicho espacio se convierte en unitario con la particularidad de 
que cualquier espacio unitario puede obtenerse mediante este pro- 
cedimiento. 

1354. Demostrar que el producto escalar de cualesquiera dos 
vectores: 

FLICEOEEEDEULEUE EEEI 

del espacio euclídeo se expresa por la igualdad 


(n, J) — zuh dr rus b e ule 
cuando, y sólo cuando, la base de la cual se han tomado las coorde- 
nadas, es ortonormal. 

1355. Sean L, y L, subespacios lincales de un espacio euclídeo 
(unitario) R, con la particularidad de que la dimensión de L, es 
inferior a la de L,; demostrar que en L, habrá un vector no nulo, 
ortogonal a todos los demás vectores do L,. 

1356. Demostrar que cualquier sistema de vectores no nulos 
ortogonales de dos en dos (por ejemplo, cualquier sistema ortonor- 
mal) es Miealmente independiente. 


Comprobar que los vectores de los siguientes sistemas son orto- 
gonales de dos en dos y completarlos hasta las bases ortogonales: 
1357. (4, —2, 2, —3), 1358. (1, 1, 1, —2), 
(2, —3, 2, 4). (1, 2, 3, —3). 
Hallar los vectores que completan los siguientes sistemas de 
vectores hasta las bases ortonormales: 


ss (3 p.i). m (ede d) 
MEC Ud. d di 
reo E AR- X z) 


Aplicando el proceso de ortogonalización (véasela introducción), 
construir la base ortogonal del subespacio, tendido sobre el sistema 
de vectores dado: 


1861. (1, 2, 2, —1). 1362. (1, 1, —1, —2), 
4.1, —5 3» (5, 8, —2, —3) 
(3,2, 8,—7) (3,9, 3, 8). 
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1363. (2, 3, —10). 


(, 3, —3) 
[i 9. 
[2 3). 


1304. Se denomina complemento ortogonal del subespacio L del 
espacio R, el conjunto L* de todos los vectores de H,, cada uno de 
los cuales es ortogonal a todos los vectores de L. 

Demostrar que: 

2) L* es un subespacio lineal del espacio R,; 

b) la suma de las dimensiones do Z y L* cs igual a n; 

c) el espacio R, es la suma directa do los subespacios L y L*. 

1363. Demostrar que el complemento ortogonal al subespacio 
lineal del espacio R, posee las propiedades: 

3) (L*)* 2 L; b) (la --L9* — L5 

c) (L, EY — Lt 4- Lt d) Rt — 0, 0* — Ry. 

Aquí 9 es un subespacio nulo que contiene sólo el vector nulo 0, 

1306. Hallar la base del complemento ortogonal L'* del subespa- 
cio L, tendido sobre los vectores: m 


4, — (1, 0, 2, 1), a, — Q2, 1, 2, 8), as — (0, 1, —2; 1). 


1367. El subespacio lineal L se da mediante las ecuaciones: 


2z d zr, ó6Ó:Ó— oz o-—0, 
3n 22 — 25-0, 
39m, d. zr. 9$, — z4.— 0. 


Hallar las ecuaciones que determinan el complemento ortogonal 
L* 


1368. Mostrar que la representación del subespacio lineal L 
del espacio Rt, y de su complemento ortogonal L* en una base orto- 
normal están relacionadas de la siguiente manera: los coeficientes 
del sistema linealmente independiente de ecuaciones lineales, que 
determina uno de esos subespacios, sirven de coordenadas de los 
vectores de la base del otro subespncio. 

1369. Sea L un subespacio lineal del espacio R,. Demostrar que 
cualquier vector a perteneciente a Hh, so representa unívocamente 
como z — y -- z, donde y perteneco a L, y z es ortogonal a L. y se 
denomina proyección ortogonal del vector z sobre el subespacio L, 
y z es la componente ortogonal de x con respecto a L. [ndicar el 
procedimiento para calcular y y z. . 


Hallar Ja proyección ortogonal y y la componente ortogonal z 
del vector 2 sobre el subespacio lineal L: 

1370. & — (4, —1, —3, 4). L está tendido sobre los vectores 
ay — (1, 1, 1, D, as — (1,2, 2, —1), as — (1, 0, 0, 3). 

1371. z — (5, 2, —2, 2). L está tendido sobre los vectores a, — 
— 2,1, 1, —0), a. — 0,1,3,0), a, — (1, 2, 8, 1). 


11-0279 101 


1372. x — (7, —à, —1, 2). L se determina mediante el sistema 
de ecuaciones 
2zcbom.c zd 3m, 0. 
92, 22. d 2x. 9 oz. 
a,b 2r, 20, — 9r, — 0. 
1373*. Se denomina distancia desde el punto, dado por el vector z, 
hastala variedad lineal P. — L -- 2, cl mínimo de las distancias desde 
* el puntó dado hasta los puntos de la variedad, es decir, el mínimo de 
longitudes de los vectores z — n, donde u es un vector de P. 
Demostrar que esta distancia es igual a la longitud de la com- 
ponente ortogonal z del vector z — a con respecto al subespacio 
lineal L, desplazando paralelamente el cual so obtiene la variedad P. 
1374. Hallar la distancia desde e! punto, determinado por el 
vector z, hasta la variedad lineal que se da mediante el sistema de 
ecuaciones: 
a) zx (4 2, —5, 0 
2, 2z- r3 d-2r,9 9, 
22, — Áx, ^ 225 4- 2, — 12. 
b) ze 2, 4, —4, 2j 
mic2zRx— z—4. 
zy Óm. Ez — 80 0 2. 
1375*. Demostrar que la distancia d desde el punto, determina- 
do por el vector z, hasta la variedad lineal P — L -- z,, donde L. 


es n subespacio lineal con la base a,, as. . . - a4, se calcula mediante 
el determinante de Gram (véase el problema 1415) segün la fórmula 


P 


1376*. Se denomina distancia entre dos variedades lineales 
PQ— LR, y Pac L.d-c. el mínimo de las distancias de 
cualesquiera dos puntos, uno de los cuales pertenece a P, y el otro, 
à P4. Demostrar que esta distancia es igual a la longitud de la com- 
ponente ortogonal del vector z, — a, con respecto al subespacio 
lineal L — L, 4- Ls. 

1377. Hallar la distancia entre dos planos z — «f, -- asta d fy 
y 2 — ast, o ad; e m, donde 

ai — (1, 2, 2, 2, a, — (2, —2, 1, 2), 
45 — (2, 0, 2, 0), a, — (1, —2, 0, —1): 
2, (4 5,8, 2, z,— (1, —2, 1, —3). 

1378*. Se denomina símplice n-dimensional regular de un espacio 
euclídeo FR (p z» n) una clausura convexa (véase el problema 1347) 
delsistema de x -- 1 puntos que se encuentran uno de otro a distancia 
igual. Los puntos del sistema dado se denominan vértices; los segmen- 
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tos que los unen, aristas, y las clausuras convexas de los subsistemas 
de k -- 1 puntos del sistema dado se llaman facetas &-dimensionales 
del símplice. Dos facetas se denominan opuestas si no tienen vértices 
Comunes y cualquiera de las n -- 1 vértices del símplice es el vértice 
de una de esas facetas. 

Hallar la distancia entre dos facetas opuestas de dimensiones 
ky n — k — 1 de un símplice n-dimensional, con las aristas cuya 
longitud es igual a Ja unidad, y demostrar qué dicha distancia es 
igual a la de entre los centros de esas facetas. 

1379*. Sea e un vector de Jongitud igual a la unidad del espacio 
euclídeo (o unitario) H,. Demostrar que cualquier vector a pertene- 
ciente a H, se representa unívocamente como a — ae -- z, donde 
(z, e) — 0. El námero c se llama proyección del vector a sobre la 
dirección de e y se designa por pr.a. 

Demostrar que: 

2)pr, (x —- y) — pr z J- pr.y; b)pr. (Az) 


À pr, z:c) pr, z— 
— (x, e); d) para eualquier base ortonormal e;, 


2 6s y cualquier 
vector z se cumple la igualdad z — 3 (pr. z)-ei. 
E 


1980*. Sea e, .. .. ey un sistema ortonormol de vectores del 
espacio euclídeo Jt,. Demostrar que para cualquier vector z de 7t, 
tiene lugar la desigualdad (desigualdad de Bessel) 


n 
PL IET 


con la particularidad de que esta desigualdad se convierte en igualdad 
(igualdad de Parseval) para cualquier z perteneciente a H, cuando, 
y sólo cuando, k — n, 0 sea, el sistema ej, . . ., €, es una base orto- 
normal, 

1381*. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 


(n, yy « Gs 2) (y, y) 


para cualesquiera vectores a c y del espacio euclídeo con la parti- 
cularidad de que el signo de igualdad surge si, y sólo si, los vectores 
a e y son linealmente dependientes. 
1382*. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 
(n, y) Qu m) ns 2) (s y) 

para cualesquiera vectores z e y del espacio unitario con la particu- 
laridad de que el signo de igualdad aparece cuando, y sólo cuando, 
los vectores z e y son linealmente dependientes. 


1383. Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, 
demostrar las siguientes desigualdades: 


» (Sosy Sa Su 
PLE 
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para cualesquiera nümeros reales d, . . si) es n (véase el 
problema 503); 


DIPENDE NT 


para cualesquiera námeros complejos ai, - 
el: problema 505). 

1384. En un espacio vectorial de dimensión infinita de todas las 
funciones reales, continuas en el segmento la, b] con las corrientes 
adición de las funciones y multiplicación de la función por un nüme- 


a5 Dy ss by (véase 


xo, se da un producto escalar (f, g) — |) q (2) dz. Comprobar la 


verificación do todas las propiedades del producto escalar del espacio 
euclídeo (véase la introducción) y escribir la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski para este espacio. 


Hallor las longitudes de los lados y los ángulos interiores de los 
triángulos, cuyos vértices están dados por sus coordenadas: 
1385. 4 (2, 4, 2, 4, 2), B (6, 4, 4, 4, 6), C (0, 7, 9,72). 


1386. 4 (1,2, 3,2, 1; B 9, 4,0, 4,35 C (1-35 V78, 
2-3. V8, 3--32 V 78, 2--p V 78, 14-35 V 58). 


1387. Demostrar la siguiente generalización del teorema de las 
matemáticas elementales sobre dos perpendiculares: si e] vector a 
del' espacio euclídeo (o unit: es ortogonal a cada uno de los 
vectores d;, ds, . . ., da, es también ortogonal a cualquier vector del 
subespaciq, lineal L, tendido sobre los vectores d,, às. . . . &ts- 

1388. Demostrar que si z — ay, |z | — 1a l- |y |. Aquí |z 
|y | son las longitudes de los vectores z, y, respectivamente. 

1389*. Demostrar que el cuadrado de la diagonal de un paralelo- 
gramo n-dimensional es igual a la suma de los cuadrados de sus 
sristas que salen de un mismo vértice (la generalización n-dimen- 
sional del teorema de Pitágoras). 

1390*. Demostrar el teorema de que la suma de los cuadrados do 
las diagonales del paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados 
de sus lados. 

1391. Aplicando la mmultiplicación escalar de los vectores, 
demostrar el teorema de que el cuadrado del lado de un triángulo 
es igual a la suma de los cuadrados de los dos otros lados sin el 
jrodusto duplicado de estos lados por el coseno del ángulo entre 
ellos. 

1392. Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, 
demostrar a desigualdad de un triángulo: si p (X, Y) es la distancia 
entre los puntos X e Y, para cualesquiera tres puntos 4, B y 
tenemos p (4, B) -- p (B, C) Z p (A, C) con la particularidad de 
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que la igualdad surge cuando, y sólo cuando, el vector z trazado de 
A a B, e y, trazado de B a C, son colineales y tienen la misma direc- 


ción. 

1398. Hallar la cantidad de diagonales de un cubo n-dimensional, 
ortogonales a la diagonal dada. 

1394. Hallar la longitud de la diagona! de un cubo n-dimensional 
con la arista a y cl límite de esa longitud para n — oo. 

1395. Demostrar que todas las diagonales de un cubo n-dimen- 
sional forman un mismo ángulo q, con todas sus aristas. Hallar este 
ángulo pm limite para n — oo. iPara qué valor de n obtendremos 

1396. Hallar la expresión paraelradio R de una esfera, circuns- 
crita alrededor de un cubo n-dimensional, a través de la arista a; 
icuál de estas magnitudes R y a es más grande para diferentes n? 

1397. Demostrar que la proyección ortogonal de cualquier arista 
de un cubo n-dimensional sobre cualquier diagonal de este cubo es 
igual, segün su valor absoluto, a !7, de la longitud de la diagonal. 

1398*. Demostrar que las proyecciones ortogonales de los vértices 
de un cubo n-dimensional sobre cualquiera de sus diagonales, la 
dividen en n partes iguales. m 

1399*. Sean z, y vectores no nulos de un espacio 'euclídeo H,. 
Demostrar que: 

8) z — ay, donde a — 0 cuando, y sólo cuando, el ángulo entre 
we p es cero; 

b)a — «y, donde « — 0, cuando, y sólo cuando, el ángulo entre 
c ey es igual a x. 

1400*. Demostrar que entre todos los vectores del subespacio 
lineal L el ángulo mínimo con el vector z dado lo forma la proyección 
ortogonal y del vector z sobre L. En este caso, la igualdad cos (z, y) 
7 cos (z, y^), dondo y' € L, se cumple cuando, y sólo cuando, y' — 
-— ay. donde « — 0. 

1401. Hallar el ángulo entre la diagonal de un cubo n-dimensional 
y su faceta k-dimensional. 


Hallar el ángulo entre el vector z y el subespacio lineal tendido 


sobre los vectores d;, 44, . . « €: 
1402. x — (2, 2, 1, 1); 1403. z — (1, 0, 3, 0); 
à, 7 (8, 4, —4, —1), a, — (5, 3, 4, —3), 
a, — (0, 4, —1, 2). a, — (4, 1, 4, 5), 


a,— (2, 4, 4, 2). 


1404. Se denomina ángulo entre dos subespacios linealés 4 y Ly 
del espacio euclídeo R, que no tienen vectores no nulos comunes, el 
mínimo de los ángulos entre los vectores no nulos zy, z;, donde 
d, €L, 2. € L,. Si la intersección L, (| La — D »& 0, con la parti- 
cularidad de que D 5 Lj, D se L,, se llama ángulo entre £4 y L, 
al ángulo entre sus intersecciones con el complemento ortogonal D* 
e la intersección D. Si uno de los subospacios contiene el otro (por 
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ejemplo, si los dos coinciden), el ángulo entre ellos se considera igual 
a cero. Se denomina ángulo entre variedades lineales el ángulo entre 
los subespacios que les corresponden. Mostrar que el ángulo entre 
cualesquiera subespacios o variedades siempre ostá definido y es 
igual a cero cuando, y sólo cuando, uno de los subespacios o varieda- 
des contiene el otro o las variedades son paralelas. 

1405*. Hallar el ángulo entre las facetas bidimensionales 
AA, Y AcAsA, de un símplice cuadridimensional regular (véase 
el prollema 1378) As414 5434. 

1406*. Hallar el ángulo entre las superficies aq -- a, -- dla 
y b, ck but, Tr. but, donde 

G9 — (3, 1, 0, 1), a, — (1,0, 0, 0), a, — (0, 1, 0, O), 
b, (2, 13,4, 3, 5 — (41, 1, 1). be m (1, —1, 1, —1). 

1407*. Supongamos que se da un sistema linealmente indepen- 
diente de vectores ej, e, .... e, y dos sistemas ortogonales de 
vectores no nulos f, f4, .... f, Y di ds ss do tales que los 
vectores f, y d, se expresan linealmente a través de ej, ej, . 
(k — 1,2, ..., 5). Demostrar que fy — oaa (k — 1.2, - 
donde a z& 0. 

1408*. Sea R, «, un espacio euclídeo, en el cual a título de vec- 
tores se toman todos los polinomios de grado «n con coeficientes 
reales respecto a una indeterminada z y el producto escalar de los 

. * 


polinomios f (z) y g (z) se determina así: (f, g) — | / (2) e 9) dz. 


i E 
,Demostrar que los siguientes polinomios, conocidos bajo el 
nombre de polinomios de Legendre: 


LT Py (2) o pr ae *— 0*1] (koi, 2... n). 


forman una base ortogonal del espacio R,,,. 

1409. Partiendo de la definición de los polinomios de Logendre, 
dada en el problema anterior, hallar los polinomios P, (z) para 
Jc — 0, 1, 2, 3, 4. Cerciorarse de que P, (2) tiene el grado c y escri- 
birla expresión ampliada segán los grados de z, para P, (2) siendo 
k: cualquiera, 

1410*, Calcular la «longitud» del polinomio de Legendre P, (z) 
como um vector del espacio euclídeo R,,, del problema 1408. 

14li*. Calcular el valor del polinómio de Legendre P, (z) 
para 2 — 1. 

1412*. Demostrar que si a la base 1, z, 25, . .., z^ del espacio 
euclídeo R,,, del problema 4408 se le aplica el proceso de ortogo- 
nalización, se obtendrán polinomios f, (z), f, (z), .. f» (z) que 
se diferencian de los correspondientes polinomios de Legendre sólo 
por factores constantes. Hallar dichos [actores. 

1413. Supongamos que el proceso de ortogonalización traslada 
los vectores d, 45, .... &, A los vectores b, b, . .., Da, res- 
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pectivamente. Demostrar que b, es una componente ortogonal del 
vector a, con respecto al subespacio lineal D; ,, tendido sobreq;, ... 
e ya (t D). Prosiguiendo, demostrar que 


OxIblxla] 6-12. DI 
con la particularidad de que | b, | — 0 cuando, y sólo cuando a4 
se expresa linealmente a través de dj, . . ., 4g. (6 1) 6a, — O 


(:— 15 b, | — [as | cuando, y sólo cuando, (a,, aj) - 0 (j — 
—TaAhÉ..k—dhkmiók-t 
a 


1414*. Demostrar que la integral iu (2) dz, donde / (z) es 


un polinomio do grado n con coeficientes reales y el coeticiente mayor 
igus a la unidad, alcanza su mínimo, igual a GGWONEC 
cuando, y sólo cuando, f (z) —- P, (z), donde P, () es el poli- 


nomío de Legendre de grado n (/éase el problema 1408). 
14i3. El determinante 


7 Mas a) (2s 23 
(Qs s.s ap) t 9 d 2) z 


- (es ai) 
(as, au) 


(an, a) (ai. 0$)... (ns 0) 


so denomina determinante de Gram de los vectores d, d, « . « dx 
del espacio euclídeo (o unitario) R,. 


Demostrar que ol determinante de Gram no varía, al aplicar 
& los vectores à,, . . ., ay el proceso de ortogonalización, es decir, 
si como resultado de la ortogonalización, los vectores dj, . 
se convertirán en vectores b,, .. ., b,, entonces 


Buys is Q1) m Eye ies by) m9 (Py, b) (os 03) «e. ns by) 


Haciendo uso de esto, aclarar el sentido geométrico de g (d, a;) 
y (a, 4, 45), suponiendo que los vectores son linealmente inde- 
pendientes. 

1416*. Demostrar que para que los vectores dj, ..., ay del 
espacio euclídeo (o unitario) sean linelamente dependientes, os 
necesario y suficiente que el determinante de Gram de estos vectores 
sea nulo. 

1417*. Dos bases ej... es y fi «5 fa del espacio euclídeo 
(o unitario) se denominan recíprocas si 


4 para £j, 
te Doo us tz 


Demostrar que para cualquier base ej, . . ., e, existe una base 
reciproca y ésta se determina unívocamente. 


N^ 
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1418. Sea S una matriz del cambio de la base ej, .. ., e por 
la base &;, . . ., es. Hallar la matriz 7 del cambio de la base fj, . .- 
iz [5 reciproca de e, ..., en, porlabase fj... fo, reciproca 

ls iet esie 
aj en 'ur espacio euelídeo; 5) en un espacio unitario. 

1419*. Demostrar que el determinante de Gram £ (d, . .., 4) 
es nulo si los vectores a;, ..., à son linealmente dependientes, 
Y es, positivo si éstos son linealmente dependientes 

1220. Demostrar que si los vectores d, ..., 4, linealmente 
independientes se transforman mediante el proceso de ortogonaliza- 
ción en los vectores by, ..., b, entonces |b, f — dom 
(ke 1, 2, ..., n; el determinante de Gram con el nümero E 
de veclores se toma igual à la unidad). 

1421*. En vn espacio de polinomios, cuyo grado no supera a n, 
con respecto a una indeterminada z con coeficientes reales, el pro- 


ducto escalar se prefija mediante la igualdad (f, £) — u (2) g (z) dz. 


D 

Hallar la distancia entre el origen de las coordenadas y la varie- 
dod lineal que consta de todos los polinomios de grado x: con el coefi- 
ciente mayor igual a la unidad. 

1422*. Demostrar que para el determinante de Gram es válida 
la desigualdad 

Oscgí(a, S a)xlaP... las 

con la particularidad do que g (d .... 4) — 0 cuando, y sólo 
cuando, los vectores dj, ... 4» son linealmente dependientes, 
y (m, s ay) m a P... 1a P evando, y sólo cuando, bien 
los vectores a, - . ., «, son ortogonales de dos en dos, o bien por lo 
menos ung, de esos vectores es nulo. 

1423. Haciendo uso del problema anterior, demostrar la desi- 
gualdad de Hadamard, a saber: si D — |a; |y es un determinante 


con elementos reales, entonces D? «I 23 di; (vénseel problema 923), 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar cuando, 
y sólo cuando, bien 


PEL (Ese fid, jm. 2, Ls n) 


0 bien el determinante D contiene una fila nula. ;Cómo cambiará 
la afirmación para wn determinante con elementos complejos? 


1424*. Demostrar que el determinante D, de la iorma cuadrá- 
tica determinada positiva /— 3) ajjrz, satisfaco la igualdad 
a 
"n 
D, «|| au- 
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1425*. Demostrar que cualquier matriz simétrica real 4 — 
— (aj; cuyos menores principales son no negativos, es la matriz 
de Gram, es decir, existe un sistema de vectores ej, ..., e, del 
espacio euclídeo H,, to! que 


(s e) — 25, (51712, ... n) 
1426*. Demostrar que cualquier matriz hermitiana A4 — (2,7. 
cuyos menores principales son no negativos, es la matriz de Gram, 


0 sea, existe un sistema de veclores ej, . .., e; de un espacio uni- 
tario H,, tel que 


(e e) 7 a5 6 1-12 


PROS 


1427*. Determinemos el volumen de wn paralelepipodo n-di- 
mensional —construido en los vectores ay, 4, . . ., «, linealmente 
independientes, del espacio euclideo— de modo inductivo mediante 
las condiciones: 

2) Y (a) — ban 

2) Y (ay. &,) — V (a, .... G,-,)-h,, donde A, es la lon- 
gitud de la componente ortogonal del vector a, con respecto al subes- 
pacio, tendido sobre los vectores q,. .. ., &,.,. Demostrar que 


Y(n, ca) -YEG, -. 4) — ID À, 


donde D es un determinante formado de las coordenadas de los vec- 
tores dados en alguna base ortonormal del espacio n-dimensional, 
tendido sobre los vectores t, . . ., «t 

14 28*. Demostrar que el volumen del paralelepípedo n-dimen- 
sional no supera al producto de las longitudes de sus aristas que salery 
de un vértice, y es igual a dicho producto cuando, y sólo cuando, 
estas aristas son ortogonales de dos en dos, es decir, RreEA el para- 
lelepipedo es un paralelogramo. 

1429*. Demostror la siguiente propiedad del determinante de 
Gram: 


g(a «mo Ds is b) ga s m)g( .. s b) (1) 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar cuando, 
y sólo cuando, bien 


(a, 0) —0 G—952,... 5 jo152,...0 — Qy 


0 bien por lo menos uno de los subsistemasay, ..., ay y bi, . « ., bi 
es inealmente dependiente. 

1430*. Demostrar la siguiente propiedad del volumen de unm 
paralelepípedo: V (d, ..., dx; Q5) € V (a, V ay) X^ 
X V (bi. - . .. b) con la particularidad de que el signo de fipualdad 
tiene lugar cuando, y sólo cuando, (a;, bj) — 0 (i — 1, 2, " 

-4, D. 
/ 1491*. Demostrar que si A es una matriz simétrica real de orden m 
con menores principales no negativos, 4, es una matriz de orden 
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4c «n en el ángulo superior izquierdo y 4,, una matriz de orden 
n — ken el ángulo inferior derecho de la matriz 4, | A | & | 41 | X 
X | A4 | (compárese con el problema 922). 

1432*. Resolver el problema, análogo al anterior, si A es una 
Tatriz hermitiana con menores principales no negativos. 

1433*. Hallar las condiciones necesarias y suficientes para que 
C44. nmeros positivos 


«4j (5,17—20,1,2, m 0j (0) 
sean: 

a) distancias de todos los posibles pares de vértices de cierto 
símplice n-dimensional de un espacio euclídeo Rt, (es decir, del siste- 
ma de n 4- 1 puntos que no yacen en una variedad lineal (n — 1)-di- 
mensional); 

b) distancias de todos los posibles pares de puntos de cierto 
sistema de n -- 1 puntos del espacio euclídeo R,. 


$ 18. Transformaciones lineales de los espacios 
vectoriales arbitrarios 


En este párrafo, a cierta excepción, se examinan transformaciones lineales 
4o los espacios vectoriales afínes. Las transformaciones de los espacios euclideos 
y unitatios se estudian on ol siguiente párrafo. 

iLas transformaciones lineales se indican con la notación q, v^ otc., la Ima- 
gen del vector z durante la transformación q. con qz, el sistema do vectores 
"quy ss, Qa, 6D. Q (m... d). 

"ee danois! matriz Ado Ja walsformación liagal $ en 1a Dass 4j, . n 
"una matriz. 4o, cuyas columnas se forman do las coordenadas de lus imágonos 
de la base qej, ..., qe, en la riema base ej, . . ., es; n otras palabras, la 
matriz Ag se determina mediante la igualda, 


iv 


$e 6S) m (s eg) Ag [a 
en T la matciz del cambio de la base e, . . . e, por la base fy, . . ., fa, (véase. 
la introducción al $ 16), 4g y By son las matrices de la transiormación qon la 
mprimera y segunda bass, 'respoctivamonte. Entonces tiene lugar la rolación 


By — T23A.T. (2) 


Las coordonadas y,, . . ., yy de Ia imagen qz del vector z para la transforma- 

ción lineal q se expresan mediante las coordenadas de z;, . . ., z, dela preima- 

en de z en la misma base con ayuda de la matriz Ao — (2j)? de la transfor- 
E 


mación lineal q eu la misma base de la siguiente manera: yj — 2 ajz; (i 


2 1,..., n) 0 en la anotación matricial: 


n "n 

Eupti " 
Un Ld 

Se denominan suma de q -- ;, producto de qx de dos transformaciones li- 


voles 9 y y producto de zq del nümero a. por la traasformación lineal q del 
470 


espacio H, las transformaciones que se determinan respectivamente por las 
igualdades. 

(pr 9)z— ez-r yz, (99) e — € (92), (eg) 2 — a (92), 
para cualquier vector z del espacio Hy. 


1434. Demostrar que el giro del plano en un ángulo « alrededor 
del origen de coordenadas es una transformación lineal y hallar la 
matriz de esta trausformación en cualquier base ortonormal si la 
dirección positiva de la lectura de los ángulos coincide con la del 
giro más corto que transforma el primer vector básico en el segundo. 

435. Demostrar que el giro de un espacio tridimensional en un 
ángulo 22/3 alrededor de una recta, prefijada en on sistema rectan- 
gular de coordenadas mediante las ecuaciones z, — rj — z3, es una 
transformación lineal y hallar la matriz de esta transformación en 
la base de versores ey, e;, e, de los ejes de coordenadas. 

1436. Demostrar que la proección de un espacio tridimensional 
sobre el eje de coordenadas del vector e; paralelamente al plano de 
coordenadas de los vectores e, y es cs unà transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de ej, es, es. 

1437. Demostrar que la proyección de un espacio tridimensional 
sobre el plano de coorderiadas de los vectores ej, e, paralelamente 
al eje de coordenadas del vector e; es una transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de ej. es, es. 

1438. Demostrar que la proyección ortogonal de un espacio tri- 
dimensional sobre el eje que forma ángulos iguales con los cjés de 
un sistema rectangular de coordenadas, es una transformación lineal 
y hallar su matriz en la base de los versores de losejes de coordenadas. 

1439. Sea el espacio HR, una suma directa de los subespacios 
lineales L, con la base a;, » &y y L, con la base dy 44, «4, 04 
Demostrar que la proyección del espacio sobre L, paralelamente 
à L, es una transformación lincal y hallar la matriz de dicha trans- 
formación en la base aq, 

1440. Demostrar que nica transformación lineal del 
dipaolo H, que convierte los vectores linealmente independientes 

1. 04 dados en los vectores bj, . .., b, dados. ;De qué modo 
fallar la matriz de esta transformación en la base 4s rs da? 


Aclarar cuáles de las siguientes transformaciones q, prefijadas 
mediante la representación de las coordenadas del vector qx como 
funciones de las coordenadas del vector z, son linealos, y en caso de 
la linealidad, hallar sus matrices en la misma base en la que se dan 
las coordenadas de los vectores x y qz. 


144. qm — (rp -- zs 22, do ze B2; — m. b r3). 

1442. qz — (zy, zy - d. 23 4-2). 

1448. qz — (2r, -- za m, do ze 2). 

1444. qz — (2, — z. d zs T2 T3). 

Demostrar que existe la ánica transformación lineal de un espa- 
cio tridimensional que convierte los vectores ay. a;, a3 en b, Ds, Ds, 


Ern 


respectivamente, y hallar la matriz de esta transíormación en la 
misma base, en la cual se dan las coordenadas de todos los vectores: 


1445. a, —- (2, 3, 5), 


a, — (0, 1, 2), 
(4, 0, 0). 

1446. «, — (2, 0, 3), 
0$ — ( 1, 5), 


a; — (9, 1, 2), 
1447. Supongamos que la transformación lineal del espacio 
RH, convierto los vectores linealmente independientes a,, . . ., 4s 
en vectores b,, . . ., b,, respectivamente. Demostrar que la matriz 
Av de dicha transformación en cierta base ej, .. ., e, puede hallarse 
de la igualdad A, — BA-', donde las columnas de las matrices 
À y B constan de las coordenadas de los vectores ay, ..., a, y de 
by. ss bs respoctivamente, en la base ej... &,- 

1448. Demostrar que la transformación de un espacio tridimen- 
sional qz — (z, a) a, donde a -— (1, 2, 3), es una transformación 
lineal y hallar sus matrices en una base ortonormal ej, es, es, en 
Ja cual se dan las coordenadas dc todos sus vectores, y en la base de 
5, — (1. 0. 1), 5, — Q, 0, —t), b — (I. 1, 0). 

1449. Mostrar que las multiplicaciones de las matrices cuadradas. 
de segundo orden a) a la izquierda, b) a la derecha por una matriz 


(25) dada son transformaciones lineales del espacio de todas las 


matrices de segundo orden, y hallar las matrices de estas transforma- 
"iones en la bàse que consta de las matrices: 


10 LE 01 00 
(oo [4 (uh 29): (51 
1450. Mostrar que la diferenciación es una transformación lineal 
de un espacio de todos los polinomios de grado «n con respecto a una 
indeterminada con coeficiontes reales. 


Hallor la matriz de esta transformación en la base: 
By Sorge, 2n dap: 


Yi, z—e, 49^, ..., ELE dondec es un námero real. 


1451. Cómo cambiará la matriz de uua transformación lineal 
si en la base ej, ej... ey se permutan de lugar dos vectores 
ej ep 

1452. La transformación lineal q en la base e, e;, es, e, tiene 
la matriz 


12 01 
30—412 
$5 $i] 
?3 €*5 
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Hallar la matriz de la misma transformación en la base: 

3) e 6 s, €i 

b) e e d- ex, & d- 6 4 es, 6i -- 6$ Hr 68 d- 4. 

1453. La transformación lineal q en la base ej, €, ey tiene una 


aatriz 
15 —11 5 
(» —15 ;). 
8 —7 6 
Hallar su matriz en la base 
di m de e Ses bes faim 6b hts e 6s faim 626 b Dey 
1494. La transiormación lineal q en la base a, — (8, —6, 7), 
4; — (—16, 7, —13), a, — (9, —3, 7) tiene la matriz 
1 —18 15 
(^: -2 2). 
1 —25 22 


Hallar su matriz er"la base 4 
b, m (1, —2, 1), 0 e , —1, 2), 065 5 Q, 1, 2). 

1456. Demostrar que las matrices de una mísma transformación 
en dos bases coinciden cuando, y sólo cuando, la matriz del cambio 
de una de esas bases por otra es conmutativa con là matriz de dicha 
transformación linoal en una do las bases dadas. 

1456. Demostrar que cualquier transformación lineal q de un 
espacio unidimensional se reduce a la multiplicación de todos los 
vectores por un mismo námero, es decir, qz — cz, para cualquier 
vector z. 

1457. Supongamos que la transformación q en la base a, — 


— (1,2), a, — Q2, 3) tiene la matriz (25). La transformación sp 


en la base b, — (3, 1), b, — (4, 2) tiene a. matriz (55). 


Hallar la matriz de transformación q -- y en la base 5j, bs. 

1458. La transformación q en la basea; — (—23, 7), a, — (1, —2) 
tiene la matriz (2 —5). y la transformación 3) en la base b, — 
-— (0, —7), b, — (—5, 6) tiene la matriz (2). 

Hallar la matriz de transformación qq en la misma base en la 
que se dan las coordenadas de todos los voctores. d 

1459. Sea q una transformación lineal de un espacio e poli- 
nomios de grado «n con coeficientes reales, que pasa cada polinomio 
a su derivada. Mostrar que q^*! — Q. 

1460. Sean q una transformación lineal de diferenciación y s 
la multiplicación por z en un espacio de dimensión infinita de todos 


los polinomios con respecto a z con coeficientes reales. 
Demostrar que qi? — «^q — mpi. 


18 


1461. Mostrar que las transformaciones lineales de un espacio 
n-dimensional con respecto a la adición y multiplicación por un 
nümero forman de por sí un espacio vectorial. Hollar la dimensión 
de ese espacio. 

1462. La transformación linea! q del espacio Kt, se denomina 
regular si su matriz Aq en alguna (lo qve significa que en cualquiera) 
base es regular, es decir, | 4o | z- 0. Demostrar que esta definición 
es equivalente a cada vna de las siguientes: la transformación Jineal 
es regular si: a) de qa: — 0 se desprende que z — 0; b) al transfor- 
mar Qs cualquier base del espacio pasa de nuevo a la base; c) la 
transformación de q es biunivoca, o sea, si z - z,, entonces Qzy 5& 
5 qz,; d) € aplica el espacio sobre todo el espacio, o sea, para cual- 
quier y € Ri, se encontrará z € R,, tal que qz — y; e) q posee una 
iresetormación inversa w, es decir, x (qz) — z pora cualquier 
z€Hh, 
1463. Sean z un vector propio de la transformación lineal 
el cua! pertenece al valor propio de A, y / (i) un polinomio. De- 
mostrar que el mismo vector z será un vector propio de la transfor- 
mación / (q), perteneciente al valor propio de / (A). En otras pala- 
bras, demostrar que de qz — Az se desprende que / (q) z &- / (4) z. 

1464*. Scan c un vector propio de la transformación lineal q 
perteneciente al valor propio de A, y / (t) una función para la cual 
Ja transformación f (9) tiene sentido (si q en cierta base tiene una 
matriz A, entonces f (q) se determina en la misma base mediante la 
matriz f (4) con la particularidad de que puede demostrarse que f () 
no depende de la elección de la base). Demostrar que el mismo vec- 
tor z será propio de la transformación f (9), pertenecionte al valor 
propio de f .). 


Hallar los valores y vectores propios de las transformaciones 
lineales, prefijados en cierta base mediante las matrices: 


1405, / 2 —1 2q/— 1466 ( 040 
( 5 —s JI (-: 4 »). 


-4 0 -2 —213 

1467. (4 2 1468. /. 1 —8 84 
(5 ;J. (- -6 Hi 

6 —9 4 -* -4 8 

1469. ( -3 j 1470 (7 —12 6 
4 -1 8]. (s —19 2). 

6 —7 7 42 —24 43 

A1. ( 4 —5 :;) 1472 1000 

1 —4 9]. 

Ip v000] 

0000 

1001 


14 


1473, /10 00 19724. j/8 —10 0 
6000 1:0 0 
1000 3 05 —8 
0001 4 —1 8 —4 


1475. Demostrar que los vectores propios de una transformación 
lineal, pertenecientes a diversos valores propios, son linealmente 
independientes. 

1476. Demostrar que cualquier matriz cuadrada A con distintos 
nmeros característicos, es semejante a una matriz diagonal (sobre 
wn campo que contiene tanto elementos de la matriz, como también 
sus nümeros característicos). 

1477. Demostrar que si la transformación lineal q del espacio FE, 
Vene n diferentes valores propios, cualquier transformación lineal «» 
conmutativa con q, posee una base de vectores propios con la parti- 
cularidad de que cualquier vector propio de q será propio también 

arà qj. 
B n3 Demostrar que una matriz de la transformación lineal en. 
cierta base es diagonal cuando, y sólo cuando, la base consta de os 
vectores propios de dicha transíormación. 


Aclarar cuáles de las siguientes matrices de los transformaciones 
lineales pueden reducirse a la forma diagonal, pasando à la nueva 
Dose. Hallar esa base y la matriz correspondiente a ella: 


1479. ( —1 8. —1 1480. /6 —5 —3 
(s 5 z). (s -à zi 


1484*. Para la matriz A— de orden n hallar 


-3 83 1 2 -2 9 
1481. 1 1d 1 
T 
1-1 1-4] 
$ -1 —1 1 
1482. fà —3 12 001 
5 —854 010 
6 —:285 100 
1-822 000 
LU 1 
LU : 


0 
o 
B — T-1AT sea diagonal, 


1 
una matriz regular 7 paa la cual la mai 
y hallar esa matriz B. 

1485. Se denomina polinomio mínimo para el vector a: con relación 
2 la transformación lineal q el polinomio gx (A) con el coeficiente 
mayor igual a Ia unidad que posee el grado mínimo entre todos los 
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polinomios que anulan, para a con respecto a q, es decir, los poli- 
momios f (4) con la propiedad f (q) z — 0. 

Se determina de modo análogo el polinomio g (^) con relación 
a la transformación lineal q para todo el espacio. Demostrar que el 
polinomio mínimo g (A) de la transformación lineal q es igual al 
mínimo comán máltiplo de los polinomios mínimos para los vec- 
tores de cualquier base del espacio con respecto a q. 

1486*. Hallar las condiciones para las cuales la matriz 4 que 
posee en la diagonal secundaria los nümeros ci, Ga, ..., && y en 
los demás lugares ceros, es semejante a la matriz diagonal. 

1487. Hallar los valores y vectores propios de una transformación 
lineal que es la diferenciación de los polinomios de grado «zn con 
«oeficientes reales. 

1488. Sea q una transformación lineal del espacio HR. El con- 
junto de todos los vectores qz, donde z es cualquier veclor pertene- 
Xiente a H,, se denomina imagen de R, para la transformación q 
campo de valores de q. E! conjunto de todos los vectores a pertene- 
«ientes a R,,, tales que qz — 0, se denomina preimagen completa de 
cero para la transformación « o niícleo de q. Demostrar que: a) el 
campo de valores de q es un subespacio lineal R, cuya dimensión 
es igual al rango de q; b) el nácleo de q es el subespacio lineal del 
espacio Ft,, cuya dimensión es igual al defecto de q, es decir, a la 
diferencia entre n y el rango de q. 

1489. Sean q una transformación lineal y L un subespacio del 
espacio R,. Demostrar que: à) la imagen qL y b) la preimagen com- 
pleta «7L del subespacio L son de nuevo subospacios para la trans- 
lormación lineal q. 

1490.-Demostrar que para una transformación lineal regular € 
del espacjo R, la dimensión: a) de la imagen qL, y b) de la proimagen 
completa^t-L de cualquier transformación liueal L es igual a la 
dimensión de L. : 

1491*. Designemos la dimensión del subespacio lineal L por 
dim. L y el defecto de la transformación lineal q por el def. y. De- 
mostrar que las dimensiones de la imagen y la preimagen completa 
del subespacio L del espacio R, para la transformación q satisfacen 
las desigualdades: 

2) dim. L — def, q « dim. qL « dim. L; 

b) dim. L « dim. q7L « dim. L 4- def. q. 

1492*. Haciendo uso del problema anterior, demostrar las desi- 
gualdades de Sylvester para el rango de un producto de dos matrices 
cuadradas A y B de orden n: r4 -- rg — n & rag « mín (r4, r5) 
(véase el problema 931). 

1493. Demostrar que: 

8) el rango ( - «) « rango q 4- rango sj; 

5) def. (pi) « def. q -- def.x para cualesquiera transforma- 
ciones lineales q y p del espacio R,. 

4494. Hallar los valores propios y los vectores propios de la 
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transformación lineal o dada en la base a;, a5, «5, «, por la matriz 


1 o 2 —1 
0 1 4 —2 
2-1 0 14[ 


2—-4-1 2 


Mostrar que el subespacio tendido sobre los vectores a, -- 2a, 
y a, J- a, -- 2a, es invariante con respecto a q. 

1495*. Demostrar que la cantidad de vectores propios, lineal- 
mente independientes, de la transformación q, pertenecientes a un 
valor propio de ^, no supera a la multiplicidad de ^ como raíz del 
polinomio característico de la transformación q. 

1496. Demostrar que un subespacio lineal tendido sobre cual- 
quier sistema de vectores propios de la transformación q, es inva- 
riante con relación a q. 

1497. Demostrar que el conjunto de todos los vectores propios 
de una transformación lineal q, pertenecientes a un mismo valor 
propio de A, (junto con el vector nulo), es un subespacio lineal, 
invariante con respecto a q. 

1498. Demostrar que todos los vectores de un espacio distintos 
de cero, son vectores propios de la transformación lineal q cuando, 
y sólo cuando, q es la transformación de semejanza, es decir, qz — 
7 ax, siendo « el mismo para cualquier vector z. 

1499. Demostrar que cualquier subespacio L, invariante con! ros- 
pecto a una transformación lineal regular q, será tambión invariante 
con relación a la transformación inversa q-^. 

1500. Demostrar que: a) la imagen qL y b) la preimagen completa. 
q71L del subespacio lineal Z, invariante con respecto a una transfor- 
mación lineal , serán ellas mismas invariantes con relación a q. 

1501. Hallar todos los subespacios lineales del espacio de los 
polinomios con respecto a una indeterminada de grado «n con coofi- 
cientes reales, subespacios invariantes con respecto a la transforma- 
ción q que convierte cualquier polinomio en su derivada. 

1502. Demostrar que la matriz de una transformación lineal q 
de un espacio n-dimensional en la basea,, a4, .. ., a, es una matriz 
celular semidescompuesta tipo: 


3) (3*3, )» donde A, es una matriz cuadrada de orden k-cn, 
" 


cuando, y sólo cuando, el subespacio lineal tendido sobre los pri- 

meros K vectores do la base dj, ..., da, es invariante con respecto 

ag; * 
i. 

»(7 ir ), donde A, es una matriz cuadrada de orden"k«cn, 

cuando, y sólo cuando, el subespacio lineal, tendido sobre los ültimos 


n — k vectores de la base d&4,, ..-, Q,, es invariante con res- 
pecto à q; 


12-0279 17 


c) la matriz será descompuesta celular tipo [o ), donde 


0 A 
A, es una matriz cuadrada de orden k, cuando, y sólo cuando, tanto 
el subespacio, tendido sobre los vectores d;, ..., 4, como tambión 
el subespacio, tendido sobre los vectores a4 44, . . ., a4, es invariante 


con respecto a q. 

4503*. Supongamos que la transformación lineal q de un espacio 
n-dimensional R, en la base a, ..., q;, tieno una matriz diagonal 
con diferentes elementos en la diagonal. Hallar todos los subespacios 
lineales, invariantes con respecto a q, y determinar su cantidad. 

1504. Hallar todos los subespacios de un espacio tridimensional, 
invariantes con respecto a Ja transformación lineal, prefijada me- 


diante la matriz 
4-22 
( 2 0 :j). 
-1i 11 


1505. Hallar todos los subespacios do un espacio tridimensional, 
invariantes simultáneamente con respecto a dos transformaciones 
lineales, prefijadas mediante las matrices: 


5 —6-4 -—9 23 
(-: 5 -) y ( 2-8 :j). 
-t-c4 5 3 62 


1506. Demostrar que cualesquiera dos transformaciones lineales 
conmutativaà de un espacio complejo tienen un vector propio comün. 
1 1507. Demostrar que para cualquier conjunto (aunque sea infi- 
nito) de transformaciones lineales conmutativas de dos en dos de un 
espacio complejo H, existe un vector, propio para todas las trans- 
formacidHes de dicho conjunto. 
1508. Demostrar que los vectores rádicales pertenecientes a dis- 
tintos valores propios, son linealmente independientes. 


Hallar los valores propios y los subespacios radicales de las 
transformaciones lineales, prefijadas en cierta base mediante las 
siguientes matrices: 


1509. (4 —5 2 1510. /1 —3 4 
(s -1 :. (s -1 ]. 
$ —3 4 8$ —11 


1511. (2 8 —15 1512. /0 2 3 2 
11 —5]. Ne 

(: 2 i) t 1 * : 

0 0 2 [] 

1 —1 0 1 


1513. Demostrar quo la transformación lineal de un espacio com- 
plejo tieno una matriz diagonal en cierta base cuando, y sólo cuando, 
lodos sus vectores radicales son vectores propios. 
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1514. Demostrar que un espacio complejo consta sólo de vectores 
radicales de la transformación lineal q cuando, y sólo cuando, todos. 
los valores propios de dicha transformación son iguales entre sí. 

1915. Sean R un espacio de dimensión infinita de Lodas las fun- 
ciones reales f (z), definidas y con derivadas de cualquier orden en 
toda la recta numérica, para las corrientes operaciones de la suma. 
de funciones y multiplicación de la función por un nümero, yv 
una transformación que convierte cualquier función on su derivada. 

Hallar: a) todos los valores propios y los vectores propios, b) todos 
los subespacios radicales de la transformación q. 

1516. El espacio R, se denomina cíclico con respecto a la trans- 
lormación lineal q, si H, poseo cierta base cíclica, o sea, la base 
4, do, .. ., G,, para la cual 


qd. may, (m1 2... n 1). 
Demostrar que si Ft, es un espacio cíclico con respecto a Q9 y «i, 
4». s ds 65 Una base cíclica, entonces: 


2) el polinomio mínimo g(A) de la transformación q tiene el 
grado n; 

b) el polinomio mínimo de todo el espacio coincide con el poli- 
nomio mínimo del vector-a;; 


€) si qa, — cd, d- C39, 3- ... ^F c,u,, el polinómio mínimo 
de la transformación q se determina mediante la igualdad 
Eg)» —e Leu LI oa t 


1917. Demostrar que si el grado del polinomio mínimo g (A) 
de la transformación lineal del espacio H, es igual a n y g (^) es 
el grado del polinomio irreducible sobre el campo, sobre ol cual se 
examina el espacio R,, o sea, en caso de un espacio complejo g (A) — 
— (& — a)^, entonces: 

à) R, no se descompone en una suma directa de dos subespacios, 
invariantes con respecto a q; 

b) B, es cíclico con respecto a q. 

X896 forma tiene la matriz de la transformación q en la base 
cíclica? 

1518. Supongamos que el polinomio mínimo de la transformacióm 
lineal o del espacio H, tiene el aspecto (A — a)". Demostrar que 
existe un vector a, tal que los vectores (qp — «e)"- a, (q — 
-— «e)-'a,..., (9 — «e)a, a, donde e es una transformación 
idóntica, forman vna base del espacio. ;Qué forma tendrá Ja matriz 
de Ja transformación q en esta base? . 

1519. Demostrar que cualquier subespacio L del espacio complejo. 
R., invariante a la transformación lineal q, contiene una«recta, 
invariante con relación a q. * 

1520. Demostrar que cualquier subespacio L de un cspacio 
real R,, invariante con respecto a la transformación lineal v y con. 
dimensión impar, contiene una recta, invariante a q. Mostrar en 
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ejemplos que para un subespacio de dimensión par la afirmación 
es incorrecta. ;En qué condiciones L contiene una recta, todos los 
puntos de la cual permanecen inmóviles para la transformación Q? 

1521. Demostrar que el espacio complejo que contiene sólo una 
recta, invariante con respecto a la transformación lineal q, es indes- 
componible en la suma directa de dos subespacios no nulos, inva- 
ziantes a q. 

1522. Demostrar que el espacio complejo H, con respecto a la 
transfórmación lineal dada se descompone en la suma directa de 
subespacios (uno o varios) lineales invariantes, cada uno de los cua- 
les contiene sólo una recta invariante y, por lo tanto (conforme al 
problema anterior), en lo sucesivo es indescomponible. 

1523*, Scan q una transformación lineal del espacio R, y 2 (À) 
un polinomio mínimo de q. Demostrar que: 

a) sig 0) — h Q) Ic (9) y los polinomios A (A) y k (A) son primos 
entre sí, el espacio R, es la suma directa de los subespacios Li 
que consta de todos los vectores tales que & (A) » — 0, y L, que 
consta de todos los vectores z, tales que k (^) z — 0; 

b)si g() — h Q) hs () ... h, () y los polinomios A, (A), 
Ah, (&). . . ., hl, (h) son primos entre sí de dos en dos, el espacio H, 
es una suma directa de los subespacios L; (i — 1. 2, .. ., s), donde 
L, consta de todos los vectores z, tales que A, (A) z — 0. 

1524*."La transformación lineal q on la base e, es, e, «o prefija 


mediante la matriz 
100 
( 12 1j 
-101 


Hallar el polinomio mínimo g (A) de esta. transiormación y la 
descompósición del espacio en una suma directa de los subespacios, 
correspondiente a la descomposición de g (A) en factores primos 
entre sí tipo (À — o)*. 

1525. Resolver un problema semejante al anterior, si la trans- 
formación lineal q en la base e, es, es se prefija mediante Ja matriz 


4-2 2 
( -71 z) 

-6 8 —4 
1526. La transformación lineal q de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) R, se prefija mediante la igualdad qz — (z, a)a para cual- 
quier z perteneciente a R, con la particularidad de que a es c] vector 
no nulo dado. Hallar el polinomio mínimo g (A) de esa transforma- 
ción y la descomposición del espacio en una suma directa, corres- 
pondiente a la descomposición de g (A) en potencias primas entre sí 
de polinomios irreducibles con coeficientes reales (o polinomios 

tipo * — « en caso de un espacio unitario). 

1527. Hallar la forma de Jordan de la matriz de una transforma- 
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ción lineal q del espacio complejo Pt, si « posee sólo un voctor propio, 
con Ja exactitud de hasta un factor numérico. 

1528. Demostrar que la cantidad de vectores propios linealmente 
independientes de la transformación lineal q, pertenecientes a un 
mismo valor propio de A,, es igual a la cantidad de células con ele- 
mentos diagonales A, en la forma de Jordan de la matriz q. 

1529*. Demostrar que la base, en la cual la matriz de la trans- 
lormación lineal q de un espacio vectorial complejo R, tiene una 
forma de Jordan, puede construirse de la siguiente manera: 

A) Si no todos los valoros propios de q son iguales entre sí y el 
polinomio característico tiene el aspecto 


10)— &—3)y:... 6 — 5) Quse) para (ej). 


construimos la base del subespacio P, de todos los vectores a, tales 
que (q — As)! za — 0 (e es una transformación idéntica, i — 
-4.2,..4 0. 

El espacio FR, será una suma directa de los subespacios P,. Éstos 
son invariantes con respecto a q; q en P, tiene un valor propio de A, 
con la particularidad de que (9 — A,e)*! z — 0 para cualquier vec- 
tor a de P,. En esta consttucción puede tomarse en vez dol polinomio 
característico f (A), el polinomio mínimo g (A), lo que puede reducir 
los exponentes de la potencia kj. 

B) Supongamos quo q en A, tiene el ünico valor propio de A, 
y k es el mínimo nümero positivo entero, tal que (9 — Aot)" — 0. 
Pongamos p — 9 — A,&. Se denomina altura de un vector z el 
mínimo A, tal que qz — 0. Designemos el subespacio de todos los 
vectores de altura Ch (0 «— h «c k) por R,. R, contiene sólo el vector 
nulo; FH, coincide con todo el espacio. . 

Construimos la base de R,, la completamos hasta la base de Its, 
Ja base obtenida la completamos hasta la base do H,, etc., hasta que 
obtengamos la base de F (con fin de abreviar, denominaremos estas 
bases iniciales). Para cada vector f de altura k de una base inicial 
de H, construimos una serie de vectores f, «jf, yf, . . ., 7f con 
6l vector inicial f. Tomamos cualquier base (por ejemplo, la inicial) 
de F,-, y los vectores de altura k — 1 de todas las series construidas. 
Tuntos estos vectores serán linealmente independientes. Los comple- 
iamos hasta la base de H,-, mediante cualesquiera vectores (por 
ejemplo, de la base inicial de R,-,). Para cada uno delos vectores f, 
tomados complementariamente (si éstos existen en general), construi 
mos una serie nueva: f, vf. Vf, .. .. ^f, otc. 

Supongamos que en un cierto paso ya se han construido las series, 
en las cuales los vectores de altura k 4- 1 junto con cualquier base' 
de R, (por ejemplo, la inicial), forman la base de Ft, 4,. Los yectores 
de cualquier base de R,-, (por ejemplo, con la inicial) junto con los 
vectores de altura À de las series construidas serán linealmente inde- 
pendientes. Las completamos hasta la base de FR, mediante cuales- 
quiera vectores (por ejemplo, pertenecientes a la base inicial de 
t,). Para cada uno de los vectores f tomados complementariamente 
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(si existen en realidad) construimos una serie nueva: f, yf, vf, ... 
*.  VA7f. Continuamos hasta que los vectores de todas las series 
construidas formen en total una base de todo el espacio. Despuós 
de escribir los vectores serie tras serie, de modo que en cada serie los 
vectores se toman en orden inverso (el vector inicial de la serie so 
toma como áltimo en la serie dada), obtenernos la base buscada, en 
1a cual la matriz de la transformación 9 tiene la forma de Jordan. 

C) La base, cuya construcción se da en los puntos A) y B), no 
está determinada unfvocamente. Demostrar la unicidad (con la exac- 
iitud de hasta el orden de la disposición de las células de Jordan) 
de la matriz de Jordan 4 ;, semejante a la matriz cuadrada 4 dada 
4y por consiguiente, la unicidad de la forma de Jordan de la matriz 
de dicha transformación lineal q). A saber: demostrar que la forma 
de Jordan A ; de la matriz A de orden n se determina de la siguiente 
monera. Sean & el orden máximo de las células de Jordan de la matriz 
A que tieno el námero A, en la diagonal, z; el nümero do somejantes 
células de orden h (h — 1, 2, ..., E), B — A — XE, rj el rango 
de la matriz B^ (h — 0, 1, 2, .. ., Ic, k -- 1). Entonces los nüáme- 
ros r, se determinan mediante las fórmulas 


Ey Tya — Dry ra (h— 3,2, 4 E) (e) 


Observación. Las fórmulas (a) nos dan ol procedimiento para 
buscar la forma de Jordan 4 ; sin aplicar la teoría de divisores ele- 
Toentales de las A-matrices. 

La transformación lineal q del espacio Zt, en la base ej, . . ., e; 
está dado mediante la matriz 4. Hallar la base f,. ; f, en la 
que la matriz de dicha transformación tiene la forma de Jordan 4 ;, 
y hallar esa forma de Jordan (la base buscada no está determinado 
unívocamente). 


(8523 —-8 44 
is, 4 (4 20 e). isi, a-( - j. 


3 0 —1 -a -3 2 
0 5 8 6 6 —t5 
1532. -(- 8 jj 1533. A | 1.5 2) 
2 —14 —10 12 —2 
01 —1 1 6 —9 54 
-i 2-41 7 —13 8 7 
834. A— . ó. A— . 
454 -114 10 m B —17 11 8 
-1a 01 1 —2 18 


1536. A— B?, donde B— es la cólula de 


Jordan de orden m. 
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1537*. La transformación lineal q del espacio RH, se denomina 
involutiva si 9* — e, donde e es una transformación idéntica. Aclarar 
el sentido geométrico de la transformación involutiva. 

1538*. La transformación lineal q del espacio It, se denomina 
idempotente si q* — q. Aclarar el sentido geométrico de la transfor- 
mación idempotente. 

1539. Citar unos ejemplos de la transformación lineal o de un 
espacio tridimensional, para la cual: 

a) elespacio no es la suma directa del campo de valores de Ly 
y del nácleo L, de la transformación q (la definición se ofrece en el 
problema 1488); 

b) el espacio es la suma directa del campo de valores de L, 
y del nácleo L, para q, pero q no es la proyección sobre / paralela- 
mente a Ly. 


$ 19. Transformaciones lineales de los espacios 
vectoriales unifarios y euclideos 


l4 
1540. Demostrar que la operación del paso de una transformación 
lineal q del espacio unitario (o euclídeo) a la transformación conju- 
gada Q* posee las siguientes propiedades: 


2) (99* — 5) (9 -- 9* — 9* 4 vts 
€) ()* — «*9*; — d) (ag)* — aq*; 
6) si q es regular, (971)* — (g*)-*. 
1541. Supongamos que e, e, es una base ortonormal de un plano 
y la e n lineal 9 en la base f, — e, f» — €; -- e, tiene 
» matriz (1. 1). Hallar Ja matriz de 1a transformación conju- 
gada q* en Ja misma base fs. fs. 
1542. La transformación lineal € de um espacio euclídeo en la 


base de vectores f, — (1, 2, 1), f. — (1. 1, 2), fs — (4, 1, 0). se 
prefija mediante la matriz 


4 £5 3 
(? 5 1). 
21-8 


Hallar la matriz de la transformación conjugada q* en la misma 
base, considerando que las coordenadas de los vectores de Aa base. 
se dan en ciorta base ortonormal. 

1543. Hallar la matriz de Ia transformación lineal * cobijugada 
de la transformación q en una base ortonormal e;, es, €; si pasa 
los vectores a, — (0, 0, 1), a, — [a m 4) . 1) a los 
vectores by — (1, 2, 1), b, — (3, y by (, —À, M). res- 
pectivamente, donde las Sd) 2 todos los vectores se dan 
en la base ei, es, es. 


i? 
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1544. Sean zy un sistema rectangular de coordenadas en el plano 
y v la proyección del plano sobre el eje Oz paralelamente a la bi- 
Sectriz del primero y tercer cuadrante. Hallar la transíormación. 
conjugada g*. 

1545*. Sean H, — L,-- L, una descomposición del espacio 
euclídeo (o unitario) en una suma directa de dos subespacios; q la 
proyección de R, sobre L, paralelamente a Lj; L1 y L2 los comple- 
mentos ortogonales para L; y L., respectivamente; q* la transforma- 
ción, conjugada de q. Demostrar que E, — LT -- L2 y que q es la 
proyéoción de H, sobro L paralelamente a L1. 

1546. Demostrar que si el subespacio L de un espacio unitario 
(o euclídeo) es invariante con respecto a la transformación lineal q, 
el complemento ortogonal L* es invariante a la transformación con- 
jugada :q*. 

1547*. Demostrar que la transformación lineal q del espacio 
unitario FR, tiene un subespacio invariante de cualquier nümero de 
dimensiones desde cero hasta n. 

1548*. Demostrar que para cualquier transformación lineal q 
dol espacio unitario existe una base ortonormal, en la cual la matriz 
de esa transformación tiene una forma triangular (teorema de Schur). 

1549. Escribir la ecuación de un plano, invariante a una trans- 
formación lineal q, prefijada en cierta base ortonormal mediante la 


matriz 
4 —25 17 
(5 ze»). 
45 —54 37 


,1550. Demostrar que sí un mismo vector z es propio para la trons- 
formación lineal q con el valor À, y para la transformación conjugada 
9* con el-valor À,, entonces 4, — A,. 

1551. Demostrar que si la transformación lineal de un espacio 
unitario H; tiene los valores propiosA,, A, ... ^», los námeros con- 
jugados A,, X4, .. ., X, serán los valores propios de la transfor- 
mación conjugada q*. 

1552. Demostrar que los coeficientes correspondientes wnos a 
otros de los polinomios mínimos de las transformaciones lineales 
conjugadas entre sí son mutuamente conjugados. 

1553*. Supongamos que la transformación lineal q de un espacio 
wnitario (o euclídeo) en la base ej, ..., e, posee una matriz 4, 
y la transformación conjugada q* em la base recíproca (véase el 
problema 1417) f,, ..., fs, la matriz B. Demostrar que B — 4' 
en el espacio unitario y P — A en el espacio euclídeo. 

1554*. Supongamos que el producto escalar (z, y) en cierta base 
se prefija mediante una forma bilineal f con la matriz U (en otras 
palabras, U es la matriz de Gram de los vecto res de la base). Mostrar 
que la matriz 4 de una transformación lineal q y la matriz 4; de la 
transformación conjugada * en dicha base se relacionan de la si- 
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guiente manera: 

2) 4, — U-3A'U para el espacio euclídeo; 

b) A, — U-!A'U para el espacio unitario. 

Supongamos que en cierta base el producto escalar se prefija 
mediante Ja forma bilineal f y la transformación lineal 9 mediante 
la matriz A. Hallar la matriz 4, de la transformación conjugada q* 


en la misma base: 
1555. f — zy -- Sz,. AF ÓzsUs -- 2z,]s A 2r - 3234s 


T8 p aes 
4-(: [ -). 
8 —2 0 


1956. f — Zz,, -F Sz,y; o zsVa e 22a e 224A b ns c^ 
Toms za aai 
2 1 1 
A -( —1 —8 1 
1 2 —1 
Sean U la matriz de Gram de cierta base y A una'fnatriz de la 


transformación q. Hallar la matriz 4, de la transformación conju- 
gada q* en la misma base: 


3 14-2 120 
1557. v-( 1 01 E 4-(: 0 Ji 


-2 -À4 2 0138 

2 —1 LJ L| 2 —3 
1558. 0-|—1 2 ED "(i -5 Jj. 

0 —1 1/ 3 2 —1 


1559. Sea q una transformación lineal del espacio euclídeo o uni- 
tario. Demostrar que (e9)* — e**. (La definición de la función con 
respecto a la transformación lineal se da en el problema 1464.) 

1560. Demostrar que el producto de dos transformaciones orto- 
gonales (unitarias, respectivamente) es ortogonal (unitario). 

1561. Demostrar que si la transformación lineal q de un espacio 
unitario (o euclídeo) conserva las longitudes de todos los vectores, 
ella es unitaria (ortogonal, respectivamente). 

1562*. Supongamos que en un espacio unitario (o euclídeo) se 
prefija cierta transformación q, en virtud de la cual a cada vector zx 
le corresponde el ánico vector qz. Demostrar que si la transformación 
conserva e] producto escalar, o sea, (oz, qy) — (z, y) para cuales- 
quiera vectores z, y del espacio, q será una dransformación lineal y 
por lo tanto, unitaria (ortogonal, peint ien ee A Mosttar' en 
ejemplos que la conservación de los cuadrados escalares do todos 
los vectores es insuficiente para que q sea lineal. 

1563. Supongamos que la multiplicación escalar de los vectores 
del espacio FH, se prefija medianto la matriz de Gram U de vectores 
de cierta base. Hallar la condición, necesaria y suficiente, para que 
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la transformación lineal o, prefijada en la misma base mediante la 
matriz A, sea: 

8) ortogonal de un espacio euclídeo; 

b) unitaria para un espacio unitario. 

1564. Demostrar que si dos vectores z, j de un espacio euclídeo 
(o unitario) tienen la misma longitud, oxiste una transformación 
Ortogonal (unitaria, respectivamente) que hace pasar z a y. 

1565. Demostrar que si dos pares de vectores 2, z, e jj, y, de 
"wn GSpacio euclídeo (o unitario) poseen las propiedades |z, | — 
— Iyil 122 | — | ys Hy el ángulo entre z, y z; es igual al ángulo 
entre y, e ys, existe una transformación ortogonal (unitaria, respec- 
tivamente) q, tal que qz, — yi, qz — ys. 

1566*. Supongamos que se dan dos sistemas de vectores zy, ..- 
si Ey 0 Uu s.s, Ja de un espacio euclídeo (o unitario). De- 
mostrar la afirmación: para que exista una transformación ortogonal 
(unitaria, respectivamente) Q, tal que qz, — yr (i — 4, 2, .. ., &), 
9s necesario y suficiente que la matrices de Gram de ambos sistemas 
de vectores coincidan: ((z,, zj)* — ((yi. y)? 

1567*. Sea q una transformación unitaria (u ortogonal) de un 
espacio unitario (euclídeo, respectivamente) Zt,. Demostrar que el 
complemento ortogonal L* al subespacio lineal L, invariante con 
respecto a q, también es invariante a q. 

1568. Demostrar que dos transformaciones unitarias conmuta- 
tivas de un espacio unitario poseen una base ortonormal comün 
de vectores propios. 

1569*. Demostrar que para la transformación unitaria q do un 
espacio unitario: 

18) los valores propios, segán el módulo, son iguales a la unidad 
(y, por lo tanto, los nü&meros característicos de una matriz unitaria, 
guruswt, ortogonal real, segün el módulo, son iguales n Ia uni- 
dad) — j» 

b) los vectores propios, pertenecientes a dos distintos valores 
propios, son ortogonales; 

€) si on cierta base la matriz A de la transformación os real 
y, el vector propio, perteneciente al valor propio complejo « 4- pi 
(B 5 0), se representa en forma de a -- yi, donde los voctores x o y 
tienen coordenadas reales, z e y son ortogonales y tienen una misma 
longitud con la porticularidad de que 

qz — ar —py; ey — Bx c ey; [4] 

d) la transformación ortogonal de un espacio euclídeo siempre 
posee wn subespacio invariante unidimensional o bidimensional. 

1570*. Demostrar que: 

2) para cualquier transformación unitaria q de un espacio uni- 
tario Kt, oxiste una base ortonormal que consta de vectores propios 
de la transformación q. En esta base la matriz de q os diagonal con 
«elementos diagonales, iguales a la unidad, segán el módulo. 

Qué propiedad de las matrices unitarias se desprende de aquí? 
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b) para cualquier transformación ortogonal q de un espacio euclí- 
deo R, existe una base ortonormal, en la cual la matriz de q tiene 
wna forma canónica, donde en la diagonal principal se encuentran 
las células de segundo orden tipo 

coy —sny 
ma esl) ( sede 
y las células de primer orden tipo (4-1). 

Las células de alguno de esos tipos pueden estar ausentes. Todos 
los demás elementos son nulos. ;Cuál es el sentido geométrico de la 
transformación? ;Qué propiedad de las matrices ortogonales reales 
se desprende de aquí? 

Para la transformación ortogonal q, prefijada en una base orto- 
normal mediante la matriz A, hallar una base ortonormal, en la 
que la matriz 2 de esa transformación tiene ln forma canónica, 
indicada en el problema 1570. Hallar la forma canónica. (La base 
buscada no está determinada unívocamente.) 


1571. 
2 E Li 
w^ YE 
2 1 2 
Aem cp e xj. 
— 2 2? 
7 T * 
1572, i ' 
1 
E Lulli dL 
1 1 1 
4A-|z E zi. 
LT zx 
Hr'*-—rYyr 
1573. 
4 t " 
I yi o0 —3,VÀi 
P $ 5 2 2 1 r1 
-.và iv? yi. 
2 Lu 2 
e 3 Rx 
Hallar la forma canónica 2 de una matriz ortogonal A y la matriz 
ortogonal Q, tal que P — Q-AQ: 
1574. 
2 1 2 
TE GE 
2 2 1 
Be ow 3a cED 
1o d d 
Fr uw 3 
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1575. 


3 F 
ue uc cups 
1 Ei 1 x 
dien u 4 YS 
1 T 1 
4$ —rpLY5 x 
1576. 
* 1 E 1 
* UP o ut oW 
t 1 $ 1 
W ECCE 
Hem i Li 1 pe 
Lue d dis 
1 1 4 x 
"o c. Lp ug 
1577. 
4 4 € 4 
TT T Y 
C NCC MAE 3 
2 2 2 2 
Am] d a i aul 
Tx —E x 
mde A end. 
LX e. Y 
1578. Para la matriz unitaria dada 
NELE 
Am —4 4—3i 
9 (n —2—6i 
hallar la matriz diagonal Z y la matriz unitaria Q, tales que 
B-Q24Q. 


1579. Demostrar que la combinación lineal de las transforma- 
ciones autoconjugadas con coeficientes reales (por ejemplo, la suma 
de dos transformaciones autoconjugadas) es una transíormación 
autoconjugada. 

1580. Demostrar que el producto qQ de dos transformaciones 
asutoconjugadas q y « será autocopjugado cuando, y sólo cuando, 
9 y v son conmutativas. 

1581. Demostrar que si q y p son transformaciones conjugadas, 
les transformaciones 


vb-Fve 6 i(pp— vo) 
también serán autoconjugados, 
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1582. Demostrar que la reflexión « de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) R, en el subespacio L, paralelamente a L, será una transfor- 
mación lineal autoconjugada cuando, y sólo cuando, L, y L, son 
ortogonales. 

1583. Demostrar que la proyección q de un espacio euclídeo (o 
wnitario) R, sobre el subespacio L; paralelamente al subespacio L, 
será una transformación lineal autoconjugada, cuando, y sólo cuan- 
do, L, y L, son ortogonales. 

1584. Demostrar que si la transformación lineal q de un espacio 
unitario (o euclídeo) H, poseo cualesquiera dos de las siguientes 
tres. propiedades: 

1) v es una transformación autoconjugada; 

2) q es una transformación unitaria (ortogonal, respectivamente); 

3) q es una transformación involutiva, o sea, q? — e es una 
transformación idéntica, ella posee tambión la tercera propiedad. 
Hallar todos los tipos de transformaciones que poseen todas esas 
propiedades. 

Hallar la base ortonormal de vectores propios y !a matriz B 
en esa base para una transformación lineal, prefijada en cier 
ortonormal mediante la matriz A4 (la base buscada no se determina 
wunivocamento): 


1 2 —8 
1585. a-( X 4 »). 


—8 00 5 

[E 3-10 
1586. a-(^ 17 4). iir a-(: E] ». 

4-4 0 04 


Para la matriz A dada hallar una matriz diagonal B y unitaria C, 
tales que B — C-!AC. 


$9. 2420 $ 2—i 

1588. Am (,7,, 1). (99. Am (51, 77) 

1590*. Examinemos un espacio n*-dimensional de todas las 
matrices cuadradas complejas de orden n que poseen las corrientes 
operaciones de adición de las matrices y la multiplicación de la 
matriz por wn nüámero. Transormemos este espacio en unitario, 
considerando que el producto escalar de dos matrices A — (aj)? 

M 


y B — (bi) se. profija mediante la igualdad (4B) — . 2) aibi. 
jon 
Demostrar que: ' 
2) la multiplicación de todas las matrices a la izquierda por una 
misma matriz C es una transformación lineal; 
b) las matricos unitarias como vectores del espacio seüalado, 
tienen una longitud de Vn; 
€) la multiplicación de todas las matrices a la izquierda por las 


matrices traspuestas-conjugadas C y C' originan transformaciones 
conjugadas; 
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d) la multiplicación a la izquierda por una matriz unitaria C 
origina una transformación unitaria; 

e) la multiplicación por una matriz hermitiana origina una 
transformación autoconjugada; 

1) la multiplicación por una matriz antihermitiana origina una 
transformación antisimétrica. 

1591. Supongamos que la multiplicación escalar de los vectores 
en ug espacio R^, se prefija mediante la matriz de Gram U en cierta 
base. Hallar la condición, necesaria y suficiente, para que la trans- 
formación lineal q, prefijada en la misma base medianto la matriz 4, 
sen autoconjugada en el caso: a) de un espacio euclídeo, b) unitario. 

1592*. Demostrar que dos transformaciones autoconjugadas q 
y b de un espacio unitario (o euclídeo) R,, tienen una base ortonormal 
Comín de vectores propios de ambas transformaciones cuando, 
y sólo cuando, éstas son conmutativas. Qué propiedad de las formas 
Cuadráticas y de las superficies de segundo grado se deduce de aquí? 

1593. Sea R un espacio euclídeo de dimensión n*, cuyos vectores 
son todas las matrices reales de orden n con operaciones corrientes 
de la adición de matrices y la multiplicación de la matriz por un 
nümero, y el producto escalar de las matrices 4 — (a4) y B — (bij) 

^ 


se determina mediante la igualdad (4B) — Z a,;b;;. Prosiguien- 
ufi 


do, supongamos que P y Q son matrices simétricas reales de orden n. 

Demostrar que las transformaciones lineales X — PX y X — 
-- XQ (X es cualquier matriz del espacio H) son transformaciones 
autoconjugadás conmutativas del espacio R y hallar el enlace entre 
laibase ortonormal comün de vectores propios de las transiormacio- 
nes q y j y las bases ortonormales de vectores propios de Jas ma- 
trices P y Q. 

1594. "Ea. transformación linoal autoconjugada q de un espacio 
unitario (o euclídeo) H, se denomina determinada positiva sí 
(qas, a) 2 0, y se llama no negativa si (qz, a) 2 0 para cualquier 
vector a z& 0 perteneciente a H,. Demostrar que la transformación 
autoconjugada q es determinada positiva (o no negativa) cuando, 
y sólo cuando, todos sus valores propios son positivos (no negativos, 
respectivamente). Mostrar que para cualquier transformación lineal 
(y no sólo para la autoconjugada) q de (qz, z) 2 0 (6 720) se des- 
prende que todos los valores propios de q son positivos (no negativos, 
respectivamente). Dar un ejemplo que muestre que la afirmación 
contraria para la transformación lineal autoconjugada puede ser 
incorrecta. 

1595*. Demostrar que si q — x ó q — y, donde q y *? son 
transformaciones lineales autoconjugadas con valores propios posi- 
tivos y y una transformación vnitaria, q — «p y 4, es una transfor- 
mación idéntica (véase cl problema 1276, c). 

1596*. Demostrar que cualquier transformación lineal regular 
de wn espacio unitario (o euclídeo) se representa tanto en forma de 
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9 — vun, como también en forma de q — $sjs. donde v, (f, son. 
transformaciones autoconjugadas con valores propios positivos y 7j. 
4» Son transiormaciones unitarias (ortogonales, respectivamente) 
con la particularidad de que ambas representaciones indicadas son 
nicas. 

1597. ;Por qué las igualdades 


(3G G0 GDHGU 


no contradicen a la unicidad de la representación, indicada en el 
probloma anterior? 


Representar las siguientes matrices en forma de un producto do 
wuna matriz simétrica con námeros caractorísticos positivos por una 
matriz ortogonal: 


1598. [- 3) 1599. n «e 1600. ( 4-2 2 
3 aje 4 4J* 4 4 A) 
-2 4 2 

1601. Demostrar que la transformación lineal autoconjugada 
es determinada positiva cuando, y sólo cuando, los coeficientes de 
su polinomio característico A^ 4- cA^-! —- -F €& son todos 
distintos de cero y tienen signos alternativos, y es no negativa (es 
decir, con los valores propios no negativos) cuando, y sólo cuando, 
los cooficientes c — 1, cy, cs . . . c4 son distintos de cero y tienen 
signos alternativos, mientras que cy, .. ., c, son nulos. Aquí 
es cualquier nümero desde 0 hasta n. 

1602*. Demostrar que si q y *p son transformaciones autoconju- 
gadas y es determinada positiva, los valores propios de Ja trans- 
formación qp son reales. 

1603*. Demostrar que si q y «p son transformaciones autoconju- 
gadas con valores propios no negativos, con la particularidad de que 
wna de ellas es regular, los valoros propios de la transformación qj 
son reales y no negativos. 

604. Demostrar que la suma de dos o varias tránsformaciones 
autoconjugadas no negativas (véase el problema 1594) es de nuevo 
una transformación autoconjugada no negativa. 

1605*. Demostrar que una transformación autoconjugada no 
negativa de rango resa suma der transformaciones autoconjugadas 
no negativas de rango 4. i 

1606*. Demostrar que la transformación linea! 9 de ün espacio 
unitario R, que posee el rango igual a la unidad, será autoconjugada 
no negativa cuando, y sólo cuando, on cualquier base ortonormal su 
matriz se representa en forma de X'X, donde X es una filà de n nü^ 
meros. je 

1607*. Demostrar que si las matrices A (aig y B — (but 
son hermitianas y no negativas (es decir, tienen valores propios no 
negativos), tambión la matriz C — (c;j. donde cj; — aibi (i, j — 
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— 1, 2, .. ., n) es hermitiana y no negativa (compárese con el 
problema 1220). 

1608. La transiormación lineal q de un espacio euclídeo (o uni- 
tario) R, se denomina antisimétrica si p* — —q, donde q* es una 
transformación conjugada con q. Demostrar que: 

a) para que la transformación lineal q del espacio euclídeo sea 
ántisimétrica es necesario y suficiente que su matriz A sea antisimé- 
trica &n cualquier base ortonormal, o sea, A' — —4; 

7) para que la transformación lineal q del espacio unitario sea 
antisimétrica es necesario y suficiente que su matriz 4 sea antiher- 
mitiana en cualquier base ortonormal, o sea, A' — —4A. 

1609*. Demostrar que el complemento ortogonal L* al subespa- 
cio L del espacio euclídeo (o unitario) invariante con relación a la 
íransformación antisimétrica q, es también invarianto con res- 
pecto a q. 

1610*. Demostrar que para la transformación antisimétrica q 
de un espacio unitario: 

2) los valores propios son imaginarios puros (y, por lo tanto, los 
nümeros característicos de una matriz antiheemitiana, por ejemplo, 
antisimétrica real, son imaginarios puros); 

b) los vectores propios, pertenecientes a dos distintos valores 
propios, son ortogonales; 

c) si em una base ortonormal Ja matriz 4 de la transformación q 
es real y el vector propio, perteneciente al valor fi & 0, se repre- 
senta en forma de z --- yi, donde los vectores z e y tienen coordena- 
das reales, z e y son ortogonales y son de la misma longitud, con 
la particularidad de que 

ra qz — —By, y — Ba; q) 

d) la transformación antisimétrica:de un espacio euclídeo posee 
siempre un subespacio invariante uni- o bidimensional. 

1611*. Demostrar que: 

&) para cualquier transformación antisimétrica q de un espacio 
unitario Jt, existe una base ortonormal que consta de vectores pro- 
pios de la transformación q. En esta base la matriz « es diagonal con 
elementos imaginarios puros en la diagonal (con la particularidad 
de que algunos de estos elementos pueden ser nulos). ;Quó propiedad 
de las matrices antihermitianas complejas se desprende de aquí? 

b) para cualquier transformación antisimétrica q de un espacio 
euclídeo H, existe una base ortonormal, en la cual la matriz tiene 
la siguiente forma canónica: en la diagonal principal se encuentran 


las células' de segundo orden tipo [5a P), donde 8 22 0, y las 


cólulas nulas de primer orden (las células de uno de estos tipos pue- 
den estar ausentes). ;Cuál es el sentido geomótrico de la transfor- 
mación y qué propiedad de las matrices antisimótricas reales se 
desprende de aquí? 

1612. Demostrar que si q es una transformación autoconjugada 
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del espacio uüitario, la transformación X — iq es antisimétrica, 
viceversa, si q es una transformación antisimétrica, «p — iq es una 
transformación autoconjugada. 

1613. Demostrar que si q es una transformación autoconjugada 
del espacio unitario, la transformación «p — (q — ie) (q -- ie), 
donde e es una transformación idéntica, la cual existe y es unitaria. 

1614*. Demostrar que las transformaciones unitarias y anti- 
Simótricas de un espacio unitario (y, correspondientemente, las 
transformaciones ortogonales y antisimétricas de um espacio euclí- 
deo) están relacionadas de la siguiente manera: si en la igualdad 

$—(6—9) (97 a) 
(onde e es una transformación idéntica) q es una transformación 
antisimétrica, «y será una transformación unitaria que no tione el 
námero —1 como valor propio, viceversa, si en la misma igualdad (1) 
q es una transformación unitaria que no tiene el nüámero —1 como 
valor propio, ^p será una transformación antisimétrica. La igualdad 
(1) determina una aplicación biunívoca de todas las transforma- 
ciones antisimétricas sobre todas las transformaciones unitarias 
que no tienen el nümero —1 como valor propio. Entre las transfor- 
maciones ortogonales y antisimétricas de un espacio cuclídeo tambión 
existe semejante relación. Qué propiedades de las matrices se 
desprenden de aquí? 

1615. Mostrar que la igualdad (1) del problema anterior define 
la correspondencia biunívoca, primero, entro todas las transforma- 
ciones antisimétricas regulares y todas las unitarias (ortogonales, 
respectivamente) sin valores propios de --1, y, segundo, entre todas 
las transformaciones antisimétricas degoneradas y todas las unitarias 
rtogonales) con valores propios de -i-4, pero sin el valor propio 

le —1. 

1616. Domostrar que si q es una transformación antisimétrica 
de un espacio unitario (o euclídeo), la transformación e? es unitaria 
(ortogonal, respectivamente). ;Qué propiedad de las matrices se 
deduce de aquí? 

1617*. Demostrar que la función e* origina una aplicación biuní- 
voca de todas las transformaciones autoconjugadas de un. espacio 
unitario (o euclídeo) sobre todas las transformaciones determinadas 
positivamente (o sea, autoconjugadas con valores propios positivos). 

1618. La transformación lineal q de un espacio unitario (o ouclí- 
deo) se denomina normal si es conmutativo con Ja transformación q* 
conjugada con la primera. Comprobar si las transformaciones uni- 
tarias (u ortogonales), antisimétricas y autoconjugadas son normales. 

1619. Demostrar que la transformación normal de uh espacio 
unitario (o euclídeo) es autoconjugada cuando, y sólo cuan, todos 
sus valores propios (correspondientemente, todas las raíces de su 
ecuación característica) son reales. 

1620. Demostrar que la transformación normal do un espacio 
wniterio (o euclídeo) es wnitaria (ortogonal, respectivamente) si, 
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y sólo si, todos sus valores propios (correspondientemente, todas 
las raíces de su ecuación característica) son iguales a la unidad, 
segün el módulo. 

1621. Demostrar que la transformación normal de un espacio 
unitario (o euclídeo) es antisimétrico, cuando, y sólo cuando, todos 
sus valores propios (correspondientemente, todas las raíces de su 
ecuación característica) son imaginarios puros. 

1622. Demostrar que la transformación lineal q do un espacio 
unllário es normal cuando, y sólo cuando, y — wy, donde «p es una 
transtormación autoconjugada y y, unitaria, ambas conmutalivas 
entre sí. 

1623. Domostrar que: 

2)'cada transiormación lineal q se representa unívocamente en 
la forma e — q; J- q.s, donde q, es una transformación autocon- 
jugada y gs, antisimétrica; 

5) para quo.la transformación q sea normal es necesario y sufi- 
ciente que las transformaciones q, y q, sean conmutativas en la 
representación seialada antes, 

1624. Demostrar que: 

à) cada transformación lineal q de un ospacio vnitario se repre- 
senta unívocamonte en la forma q — q; -- Qs, donde q, y q, son 
transformaciones autoconjugadas; 

b) para que la transformación q sea normal es necesario y sufi- 
cionte que.las transformaciones q, y q, sean conmutativas en la 
representación sefialada antes, 

1625*. Demostrar que para cualquier conjunto (finito o infi- 
njto) de trarisformaciones normales conmutativas de dos en dos do 
uh espacio unitario R, existe una base ortonormal, cuyos vectores 
Son propios para todas las transformaciones de dicho conjunto. 

1626. .Demostrar que en el dominio de transformaciones normales 
de eualdilior transformación normal ,Q de un espacio unitario R, 
Puede oxtraerse la raíz de k-ésimo grado para cualquier nümero natu- 
ral k. Hallar el nümero de diferentes transformaciones normales sp, 
tales que y^ — g. 

1627*. Demostrar que si z es un vector propio de la transforma- 
ción normal q de un espacio unitario (o euclídeo), perteneciente al 
valor propio de À, a será el vector propio de la transformación conju- 
gada q*, perteneciente al námero 7. conjugado (al mismo, respectiva- 
mente). 

1628*. Demostrar que los vectores propios de una transformación 
normal, pertenecientes a dos distintos valores propios, son ortogo- 
nales. 

1629*. Sea e un vector propio de la transiormación normal q. 
Demostrar que el subespacio L compuesto por todos los vectores 
del espacio, oriogonales a e, es invariante com respecto a q. 

1630*. Demostrar que para que la transformación lincal q del 
espacio unitario sea normal es necesario y suficiente que cada vector 
propio de q sea propio también para q*. 
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1631*. Demostrar que cualquier subespaeio L de un espacio 
unitario Ft, invariante con respecto a la transformación normal q, 
posee wna base ortonormal que consta de vectores propios de la 
transformación q. 

1632*. Se dice que la transformación lineal q de un espacio uni- 
tario (o euclídeo) H, posee una propiedad normal si el complemonto 
ortogonal L* para cada subespacio L, invariante a q, es también 
invariante con relación a q. Demostrar Ja afirmación: para que la 
transformación lineal q de un espacio unitario (o euclídeo) soa normal. 
es necesario y suficiente que « posea la propiedad normal. 

1633*. Demostrar que para que la transformación lineal q del 
espacio unitario (o euclídeo) sea normal es necesario y suficiente que 
cada subespacio, invariante a q, sea invariante también con rela- 
ción a Q*. 


